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Búsqueda sin término.

“El peligro mayor para nuestra filosofia de vida, aparte de la
pereza y la falta de claridad, es el escolasticismo, […] que está
tratando lo que es vago como sí fuera preciso…”

F.P. Ramsey1

“Yo no puedo ver cómo refutar los argumentos para la
subjetividad de valores éticos, pero yo me encuentro incapaz de
creer que todos están equivocados con crueldad lasciva aunque
no me gusta."

Bertrand Russell Philosophy, 1960, "Notes on Philosophy"

1 De Kurt Gödel (1931) The Foundation of Mathematics.
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Dedicatoria:

Para aquellos que hoy luchan como tribus salvajes por el poder en las

instituciones educativas mexicanas y se olvidaron de las luchas ideológicas,

del conocimiento y tecnológicas que implican rigor al pensamiento; les

dedicamos este humilde esfuerzo con la esperanza de que reevalúen su

nacionalismo.
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Resumen

Están siendo las matemáticas corrompidas por lo utilitario, sólo se les considera para formar mano de obra y no
seres humanistas que buscan la libertad que da la ventana de observación del conocimiento a priori; crisis de la
educación superior que conlleva dificultades de los estudiantes universitarios para organizar el saber matemático
a favor de su condición social. Si reconstruimos una propuesta curricular en torno a aquellos eventos
germinales y alternativos del conocimiento matemático, sus antecedentes, motivaciones, situaciones
contextuales, evoluciones temporales, presentaciones en textos clásicos y modernos en sus posibilidades de
interacción con el mundo dado, el equilibrio entre rigor y entendimiento es factible que lo hagamos un
despertar de la sociedad soberana que soñaron en el siglo XX el Hiperión -sólo 1% de los jóvenes mexicanos se
interesan por este lenguaje artificial-.

Palabras clave: Análisis trascendental, razón pura, arte abstracto, conocimiento a priori, matemática universitaria.
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INTRODUCCIÓN.

Para que un estudiante, mediante representaciones formales de notación matemática

construya un pensamiento, es necesario que los objetos matemáticos estén contenidos en

absoluto como valor en el sujeto pensante. Esta condición de unidad del pensamiento

requiere de algo más que definiciones, técnica y buena fe del docente; en efecto, la unidad

colectiva de sustancias abstractas que operan conjuntamente como un sistema abstracto

sensible a la condición humana, hacen del pensamiento matemático compuesto al igual que

el movimiento de un cuerpo poético con todas sus partes, un arte del lenguaje humano.

Ninguna persona que comprenda el fundamento de posibilidad de las proposiciones

matemáticas –su valor-, tal como unidad lingüística sistémica, se atreverá a exponer que

debamos conocer estas proposiciones por simples conceptos y ejercicios. Luis Villoro nos

ilustra: “la experiencia de algo se acompaña generalmente de la creencia espontánea en su

realidad. Pero, en la reflexión, puede surgir la duda. ¿no se tratará de una ilusión? ¿estarán las

cualidades valiosas efectivamente dadas en el mundo en torno o serán sólo una proyección

nuestra? La evidencia de lo dado está limitada a un momento puntual de la experiencia, no

garantiza su permanencia en el tiempo. La duda puede ser mayor cuando la atribuimos de

valor, se refiere a objetos o situaciones que no están ellos mismos dados, sino que se infieren

de lo dado, como las disposiciones personales  o los hábitos de conducta. En esos casos, la

duda afecta tanto a la evidencia puntual de lo dado como a la validez de la inferencia. La

creencia en la realidad del valor tiene que ser justificada”.1

¡Convencerme que la matemática es útil!, una voz generalizada en el campus universitario

de hoy; de acuerdo con el pensador griego Epicteto, ¿debo demostrarlo?, sí, entonces, ¡no

debo usar un argumento demostrativo¡ porque, ¿cómo sabrás que no te impongo la

conclusión?, tú mismo sabrás la necesidad de las matemáticas, sin ellas, no podrás aprender

siquiera si son o no necesarias. Podemos no estar de acuerdo en nada sobre la necesidad de

las matemáticas, sin embargo, Thomas Jefferson atiende que es en la democracia cuyos

ciudadanos beben ser por medio de la razón y de la persuasión y no de la fuerza: “Una
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opinión equivocada puede ser tolerada donde la razón es libre de combatirla”. Las

matemáticas nos desarrollan las habilidades de construir ideas claras, incrementar el

potencial de la terminología que utilizamos a diario y aumentar la capacidad ciudadana de

argumentar en forma rigurosa sin violentar las relaciones interpersonales, de grupo o

corriente cultural. Giovanni Sartori concluye en su “Homo videns: la sociedad teledirigida”2:

las democracias requieren que los ciudadanos piensen por sí mismos, que discutan

libremente los problemas y que tomen responsabilidad de decisión en la deliberación pública

y la evaluación de la evidencia que intenta imponer el poder del gobierno y el sector privado.

Juliana Geran Pilon advierte, que la vida civilizada depende del éxito de la razón en el

intercambio social, del predominio de la lógica sobre la violencia en los conflictos.3 Con estos

argumentos, uno pensaría: es poética de la ensoñación de hombres y mujeres libres que están

convencidos de ser dignos, aunque al final la muerte sólo fuera su justificación de razón para

bien vivir.

No muchas autoridades educativas, ordenan: hacer de los ejercicios matemáticos en aulas el

germen utilitario de éstas para derivar la experiencia para la comprensión matemática como

unidad lingüística del sujeto; como condición necesaria de posibilidad del pensamiento

matemático. Aseguramos categóricamente, ¡es un error!, ya que la experiencia en este sentido

no nos da a conocer necesidad alguna que haya hecho emerger nuevos constructos

matemáticos a lo largo de la historia y esta estrategia olvida que el conocimiento a priori es

absolutamente independiente de toda experiencia, las proposiciones matemáticas poseen este

carácter de conocimiento independiente de la experiencia, significa que podemos construir

una matemática totalmente ajena de lo empírico. Es una tentativa de ampliar nuestro

conocimiento con independencia de la experiencia; en otras palabras, el acto intelectual

mediante la síntesis matemática que organiza las estructuras cognoscitivas del sujeto, como

dice Kant, “la crítica de la razón pura se presenta como una labor propedéutica, no como un

organon, sino como un canon de la facultad cognoscitiva. Entiéndase canon como un medio

para ordenar los conocimientos y un organon como un medio para adquirirlos”4. El mismo

Kant distingue las dos fuentes del conocimiento, la sensibilidad y el entendimiento, a través

de la primera se nos dan los objetos, a través de la segunda los pensamientos y además,
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asegura que ambas funciones son indispensables, ya que el conocimiento no puede surgir de

una de ellas, sino de la unión de ambas. Sin sensibilidad ningún objeto nos será dado y sin

entendimiento, ninguno será pensado.

De acuerdo con Anderson el conocimiento “es un cesto de desechos”5, lo que importa es el

ser del conocimiento, que es la armazón de los procesos que lo generan. Un estudio de

Bloom demuestra lo falso de la eficacia de los modelos áulicos presénciales, donde el profesor

convencional se dice que es muy solvente para transmitir conocimientos a un grupo de 20 a

200 personas, además de ser un método donde no se evalúa la ocurrencia de aprendizajes

distintos a los de naturaleza escolar6. Por lo que debido a esto, la ciencia a menudo se

confunde como una actividad pasiva receptora y las matemáticas un juego de ejercicios sin

principios ni constructos teóricos7. Aquí, el aprendiz es asumido como en la tradición de

John Lock una “Tabula rasa”. Ante esta situación, Anderson nos presenta un primer problema;

“para la mayoría de los estudiantes es improbable hacer inferencias requeridas en el tejer de

la información científica, ... dentro de un modelo mental global coherente”5. Además, el

estudiante abandona el conocimiento científico al no poder integrar y dar forma a una

solución en un problema concreto, éste es un segundo problema creado por el sistema

educativo universitario que actualmente lo tiene en una profunda crisis reflejada en la

cultura de la educación continua para toda la vida. Esto quiere decir, que las oportunidades

para los estudiantes de desarrollar procesos mentales más complejos, como las habilidades

para resolver problemas científicos son muy escasas6. Michael en el año 1993 señaló: “la

educación actual posee el atributo general de no preparar a los estudiantes universitarios para

resolver problemas científicos”8.

De acuerdo con Bloom6:

... procesos  mentales complejos, permiten al estudiante realizar su aprendizaje en los muchos

problemas que encontrara viviendo a diario. Estas habilidades se retienen incluso mucho tiempo

después de que el individuo se ha  olvidado de los muchos detalles específicos del objeto en materia

dentro del proceso de aprendizaje guiado en las universidades. Estas habilidades se consideran como

un conjunto esencial de características necesarias para el aprendizaje para toda la vida y aspecto clave

para adaptarse al cambió continuo del mundo. Estos procesos mentales complejos son también

importantes porque ellos alimentan el corazón del motor motivador de la vida del aprendiz.
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Bloom observa más allá:

... Los profesores universitarios típicos hacen uso de libros de texto o notas que raramente proponen

problemas reales a diferencia del artículo científico. Estos libros de texto dan énfasis al volumen de

contenidos y niegan la oportunidad de discutir conceptos subyacentes, emergentes y principios

teóricos-filosóficos, con ello, las oportunidades del estudiante se ven reducidas en los ambientes

competitivos en que ellos viven. En general el modo de evaluar del profesor es un examen de la

información y procesos mecánicos matemáticos que por mucho reducen al Hombre al concepto de

máquina de cálculo primitiva.

En síntesis, un estudiante que posee conocimiento no integrado bajo problemas científicos,

aseguramos que no podrá adaptarse correctamente al ritmo de innovación social y a las

maneras cambiantes de resolver problemas disciplinares vigentes y emergentes, porque según

Anderson el problema a resolver requiere de una estructuración compleja de una serie de

operaciones cognoscitivas: lenguaje matemático9.

1. LAS MATEMÁTICAS

Las matemáticas son una de las fronteras del lenguaje humano en el que los valores

estrictamente racionales que le dan forma no pueden derivarse de la experimentación

empírica. En palabras de Octavio Paz: “La poesía y la matemática son los dos lados extremos

del lenguaje. Más allá de ellos no hay nada –el territorio de lo indecible-; entre ellos; el

territorio inmenso, pero finito, de la conversación.”10p. 74. Las matemáticas al igual que la

poesía son fronterizas de la razón y las emociones, donde un ser humano vive dignamente en

un mundo de su yo imperfecto. Es común que críticos señalen que las matemáticas son

emocionalmente neutras, sin embargo, las fuerzas que motivaron su desarrollo a lo largo de

la historia, y que motivan su comprensión hoy mismo por parte de un estudiante

universitario, tiene su origen en la primera inteligencia humana: la emocional.11 De acuerdo

con David Hume: "Una proposición que no parece admitir muchas disputas es que todas

nuestras ideas no son nada excepto copias de nuestras impresiones, o, en otras palabras, que

nos resulta imposible pensar en nada que no hayamos sentido con anterioridad, mediante



6

nuestros sentidos externos o internos. Con el término impresión me refiero a nuestras más

vívidas impresiones, cuando oímos, o vemos, o sentimos, o amamos, u odiamos, o deseamos.

Y las impresiones se distinguen de las ideas, que son impresiones menos vividas de las que

somos conscientes cuando reflexionamos sobre alguna de las sensaciones anteriormente

mencionadas."12

Rezago en competencias matemáticas.

El rezago educativo de México en el rubro de Matemáticas de acuerdo con el INEE (Instituto

Nacional para la Evaluación de la Educación) sobre la evaluación de la OCDE 2006: “en

Matemáticas sólo Brasil, México e Indonesia presentan cambios estadísticamente

significativos, con una media de desempeño en 2006 más alta que en 2003”13, que entre

otros datos señalan que Michoacán está por debajo de la media esperada en competencias de

lectura, ciencias y matemáticas.

Nuestra tesis sobre el rezago de las competencias en Matemáticas se centra en la crítica al

argumento docente del utilitarismo, que intenta asociar lo bueno con lo útil. Es decir, el

exilio del pensamiento matemático en el quehacer docente en su recreación formal, rigurosa

y sobre todo filosófica que contextualiza su vivencia multicultural fuera del utilitarismo.

Puede ser observado este argumento en el rechazo sistemático de los docentes de discutir en

el seno de la academia, la racionalidad de la construcción matemática, su práctica de valores

como verdad objetiva y fundamentalmente sobre la responsabilidad personal de superar los

obstáculos cognitivos, emocionales y disciplinares que conlleva la argumentación matemática.

En consecuencia, se ha llevado a los estudiantes de matemáticas a “razonamientos

decorativos”: imaginarios vistos como cuestiones técnicas alejadas de la vida cotidiana de una

sociedad industrial avanzada. En el sentido de Home, se subestima a las emociones que

conducen a los estudiantes universitarios a rechazar el lenguaje matemático, mismas

emociones que desencadenan en el estudiante universitario, el exigir un regreso a la barbarie

de prácticas disciplinares bajo formas que destruyan el poder de la notación matemática para

predecir, controlar, explicar, modelar, observar y analizar las profundidades de la realidad.
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No muy pocos docentes son los que disfrazan su incapacidad para hacer consciencia del rol

social del pensamiento matemático en sus estudiantes universitarios, sin antes sucumbir en la

propia idolatría enfocada en la elite de los que saben matemáticas.

La hipótesis última, basa su variable principal en el juego del perfil público del intelectual

que educa en el campo de las matemáticas, es decir, hace el juicio de verse apegado al rigor

matemático, sin importar que nadie le pueda comprender sus argumentos de notación

matemática –estudiantes-, es decir, la lucidez respecto de los argumentos del estudiante y la

capacidad de mirar más allá de lo inmediatamente simbólico; se transforma en una muerte

de las cartografías lingüísticas necesarias para dar sentido, con ello se simula inteligencia y se

consagra a las matemáticas como el enemigo abstracto en una mentalidad paranoica que

observa el pensamiento matemático con negación cosmética y la mutua descalificación. Por

un lado, el profesor excusa que sus estudiantes tienen el rasgo y conducta de un perezoso

intelectual, y por otra parte, el estudiante ante la insuficiencia de análisis y argumentos

disponibles para la construcción matemática de objetos abstractos, alude a una

desvinculación con los campos de conocimiento, que propicia a su juicio disociación entre

los intereses académicos que motivaron curricularmente el espacio de las matemáticas y los

problemas sociales o morales más apremiantes de su entorno. En conclusión,  ambos –

docente y estudiante- aluden el problema central que delineamos en dos interrogaciones ¿Por

qué aprender matemáticas? y ¿cómo aprender el lenguaje matemático?.

2. ¿POR QUÉ APRENDER MATEMÁTICAS?

Pregunta dirigida a la analítica trascendental y no al utilitarismo económico de aplicaciones

matemáticas. Encontrar respuestas en la filosofía y ruta histórica del tejer y destejer de las

matemáticas conlleva descomponer todo nuestro conocimiento a priori –proposiciones

matemáticas con universalidad- para conocer nuestras competencias a priori, elementos

intelectuales a detalle que poseen principios y conceptos que no surgen de los sentidos, sino

del terreno formal de su uso lógico y de acuerdo con Kant en uso puro de la razón, el

concepto de una cosa que se halla en la cúspide de la posibilidad de todas las cosas y que
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suministra las condiciones reales para determinarlas completamente. Habrá que dar cuenta

de ellas por un camino distinto al utilitario, aparte de que, aun suponiendo que pudiéramos

conocer teóricamente esas supuestas entidades abstractas del mundo platónico de las

matemáticas mediante análogos de aplicación disciplinar –por ejemplo, el concepto de

función o ecuación desde la biología, economía e ingeniería –, tal conocimiento no serviría

de mucho a nuestros fines de independencia intelectual del estudiante universitario. El

camino a explorar es el ver a las matemáticas como arte, creación original y como un paso

cultural contrario al hastío y la indiferencia total que Cernuda llama negación de la vida: no

es el amor por las matemáticas quien muere, somos nosotros mismos.

Los docentes de la “notación matemática automática” son de la creencia en la igualdad entre

hablar y pensar, el hombre no habla porque piensa sino que piensa porque habla, hagamos

de las matemáticas más pensamiento que discurso en pizarrón, diapositivas electrónicas o un

rasgo desdeñoso de subdesarrollo propio de la genética cultural del sistema educativo

mexicano.

El camino alternativo. Si las estrellas que los Mayas observaron durante su civilización, los

llevó a declarar que sus movimientos eran gobernados por los Dioses, los Dioses mismos

parecían estar acotados por la misma magia matemática de cálculo exacto de sus

observaciones, por ello, enfrentaron el reto más grande que para todo ser consciente de su

vida significa su propia muerte, con lo más cercano a la majestuosidad de la naturaleza de las

estrellas, la filosofía matemática.

A las matemáticas no las escucho y sin embargo requiero de ellas para explorar y controlar lo

más profundo en el universo físico, social y estético. Son un lenguaje artificial, que en la vida

cultural de las sociedades del conocimiento fueron creadas y dadas sus correlaciones,

armonías y principios con el mundo biológico, químico, social, económico, …,  nos permiten

una comprensión profunda de las leyes de los objetos concretos y abstractos. Sin embargo,

estas matemáticas nos exigen de todo nuestro esfuerzo y recursos intelectuales, para revivir la
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tradición matemática mesoamericana del bien morir y la rebelión moderna de estudiantes

universitarios mexicanos que funden una nueva realidad de justicia social.

Seguramente no faltara alguien que nos tache de románticos o de locura, desde el Hiperión

este sueño de superación cultural está presente en México. Gaus, Vasconcelos, Ramos, Paz y

Leopoldo Zea en el siglo XX alzaron la voz para la reforma moral del mexicano, este último

ilustra esta aspiración de reforma, por ejemplo en 1960, al ser nombrado Director de

Relaciones Culturales de la Secretaría de Relaciones Exteriores, se impuso la tarea de

promover los verdaderos valores nacionales de México en función de: «Vamos a quitar esa

imagen arquetípica y miserable de México (...). Vamos a mostrar que pensamos, que hacemos

Filosofía, que hacemos Ciencia, que somos poetas y que en el arte podemos, deberás,

competir»14.

Nos declaramos contrarios a las tendencias actuales de reformas curriculares mexicanas que

hacen de las matemáticas los sueños de terror que deben ser extirpados de los planes de

estudio y reducidos a un paso de control del número de la matrícula estudiantil.

Tentación de pintar a las matemáticas como un resultado de una sociedad industrial

avanzada de objetos tecnológicos que determinan su condición de éxito ciudadano, como si

se tratase de un derecho de piso al futuro, al mismo tiempo que la sumergen en la

inseguridad psíquica del fanatismo del progreso de la ciencia en la visión de las películas de

Hollywood, donde la propuesta de significado para nuestra existencia ya no está en los

valores del pasado y ni en los del futuro, sino, el significado esta en el instante del presente

que es divertido, sin más esfuerzo que el disfrute egoísta e indiferente frente al proyecto social

llamado para nuestra generación.

3. ¿CÓMO APRENDER EL LENGUAJE MATEMÁTICO?

El lenguaje matemático, son conocimientos puros de la razón y no empíricos; no pertenecen

a la intuición y a las emociones, sino al pensar y a la razón; son elementales y se distinguen



10

perfectamente de los derivados o compuestos;  su campo es completo y cubre todo el cuerpo

del entendimiento puro. Aprender matemáticas es hacer analítica de descomposición, según

contenido, conceptos y sistemas; es la capacidad misma del entendimiento puro, a fin de

explorar la posibilidad de los conceptos a priori a base de buscarlos en la razón de

procedencia, es decir, los gérmenes de la lógica axiomática y analizar su uso puro en general.

La tesis por la que nos inclinamos, sostiene que poner en acción la facultad cognoscitiva en

terrenos de los conceptos puros; revelar la historia de construcción matemática y  hacer de la

filosofía trascendental la interrelación cultural de ideas matemáticas, el estudiante

universitario trasciende sus imaginarios de adversidades circunstanciales de pobreza en

potencial creciente de posibilidad para una vida de realización de la justicia social apalancada

en estudios universitarios.

Ha transcurrido una larga historia de esfuerzos de rigor científico para revelar regularidades

de los cuerpos planetarios, sin embargo, y para nuestra vida cotidiana los modelos de

explicación matemáticos que fueron necesarios pasan con frecuencia como una nube

emocional aburrida y limitada para nuestra cognición, pese a la relevante palanca para la

innovación tecnológica, investigación científica, producción de evidencia clínica,

proyecciones históricas de eventos y para romper la enajenación perversa en democracias

fundadas en utopías de mercadotecnia; las matemáticas y sus explicaciones profundas de la

realidad – lo desconocido- en principio de forma razonable, muy pocos estudiantes se

permiten desarrollar su imaginación geométrica, algebraica y lógica: permitirse con seriedad

explorar problemas científicos más difíciles concernientes a las fuerzas que controlan el

universo dado.

Lo común es la exigencia de los docentes en:

 El respeto a la notación –sintaxis-

 Semántica de la terminología matemática.

 Dominio de técnicas algebraicas, geométricas y lógicas.

No es que no sean necesarios los tres aspectos anteriores, sin embargo son insuficientes para

ser competentes en el lenguaje matemático, requerimos aprender matemáticas en un proceso
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de recreación formal de su desarrollo filosófico, simbólico, técnico y volver a ellas como pasos

recursivos, siempre que queramos adentrarnos en grados mayores de abstracción de sus

objetos platónicos ideales.

4. INTRODUCCIÓN A LAS MATEMÁTICAS.

Introducimos algunos conceptos necesarios para la discusión del aprendizaje matemático:

demostración matemática, objetos matemáticos, argumento matemático, objetividad

matemática, competencia matemática, rol científico de las matemáticas, y como indicador

internacional de calidad curricular.

Gracias a Pitágoras se introduce la idea de demostración matemática. Una demostración

matemática, es un argumento perfecto, apoyado en métodos de razonamiento puramente

lógico, que permiten hacer validez de afirmaciones matemáticas a partir de axiomas: validez

evidente.

Platón estableció que las proposiciones matemáticas –objetos matemáticos- son entidades

idealizadas. Estas entidades ideales, pertenecen al mundo platónico de las formas

matemáticas. Dentro de este mundo, la objetividad matemática de modelos esta solo

contextualizada puramente a los elementos abstractos del mismo mundo platónico de las

ideas.

A la objetividad matemática en las ciencias se le exige profundidad compleja y respuestas

concretas sobre realidad; mientras en el arte se le exige subjetividad creciente e inteligibilidad

permanente en toda la expresión estética. En las matemáticas podemos encontrar rigor y

fortaleza para nuestros argumentos con mayor concretud. Con las matemáticas podemos

imaginar y crear las formas plásticas, partituras o novelas más originales y estéticas sin

frontera limitante del mundo dado.
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A pesar que se trabaja con disciplina respetando la notación matemática, los científicos

exploran el mundo físico que por mucho está lejos de decirnos sobre de él una verdad.  La

existencia matemática es la objetividad de la verdad matemática, es decir, la verdad es una

cuestión de objetividad dentro de las entidades matemáticas que tienen por sí mismas una

existencia objetiva. Los enunciados matemáticos son nociones objetivas abstractas y de un

orden técnico riguroso, dependientes de la mente de base física.

Rol científico de las matemáticas. Aportan un notable impulso a la apreciación real del

mundo físico a partir de la evaluación de datos y determinar su cercanía con la realidad. No

se puede alcanzar un juicio justo del poder de la ciencia moderna sin al menos un

reconocimiento profundo de las ideas matemáticas que la ciencia hace uso para perforar la

complejidad de la realidad.

Competencia matemática curricular: la entenderemos como los progresos reales de un

estudiante de ciencias que a menudo están referidos a la complejidad de los procesos

intelectuales que en circunstancias disciplinares reales de observación objetiva, arrojan

evidencia del aprendizaje.

5. DECLARACIÓN DEL SILENCIO ABSTRACTO

Las matemáticas se interesan fundamentalmente en el ideal concreto de verdad y la subjetividad

estética. Su filosofía refleja mundos ideales, independientes y bellos; una cultura científica no

separada de implicaciones morales de la búsqueda de la verdad.

En un mundo presionado por prejuicios, mitos y flujos de información enajenantes, las matemáticas

son para la democracia de los seres conscientes un importante significado moral en el camino a la

realidad social.

El razonamiento crítico de las ciencias a atribuido a las matemáticas que son un espacio propio en el

concierto de las artes, compite con mis prejuicios y aunque modifica mis paradigmas que dan sentido

a mi vida, el dolor que me causa refleja cada momento que las vivo en un todo que tenemos muy

poca idea en el momento presente. Identificar lo verdadero como ideas fronterizas de investigación

científica implica identificar errores en nuestros conocimientos hipotéticos sobre la realidad, implica
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que seamos seres de mente flexibles para humildemente aceptar que somos falibles y en última

instancia esta condición sustancial humana es la que nos hace recurrir a las matemáticas.

El arte es acumulativo, anacrónico y marca indeleble de las épocas de la civilización.Ya hemos

discutido y posicionado nuestra visión de las matemáticas como arte, comencemos ahora a

introducirnos en ellas en el nacimiento de la matemática moderna.

6. UN CASO ILUSTRATIVO: ANÁLISIS TRASCENDENTAL PARA EL CÁLCULO INDIRECTO

DE FUNCIONES- LEIBNIZ, NEWTON Y LAGRANGE-.

Generalmente todo lo que está más allá de la experiencia empírica es nombrado

trascendental. Las filosofías trascendentales de Platón, Leibniz, Hegel, Bolzano y Husserl

contrastan con las que toman razón al empirismo de Berkeley, Hume, Comte, Mill y Mach;

mientras Kant al ser apriorista e intuicionista y también apoyado en el fenomenismo es

semitrascendental. Algunos trascendentales como las matemáticas son indispensables para

dar razón de la realidad (p.e. espacio-tiempo, libertad, voluntad, democracia) mientras otros

como los mitos, enajenación, egoísmo, …, limitan nuestro acceso a la realidad natural y

social.

Nosotros vemos a Leibniz, Newton y Lagrange como concepciones que tiene ventajas propias,

que todas son finalmente equivalentes, y que ningún método se ha encontrado todavía que

una sus características respectivas. Siempre que la combinación tenga lugar, probablemente

estará por algún método fundado en la concepción de Lagrange. Los otros dos métodos

ofrecerán sólo un interés histórico hasta la aparición de los Hiperreales; y entretanto, la

ciencia debe considerarse como en un estado meramente provisional que requiere el uso de

las tres concepciones al mismo tiempo: porque juntas pueden formase una idea adecuada del

análisis y sus aplicaciones. La inmensa magnitud y dificultad de esta parte de la matemática y

su reciente formación, debe alertar a nuestro ser de la necesidad de este sistema matemático.

La concepción de la ciencia que dará un carácter fijo y uniforme ha estado en las manos de

sólo una nueva generación de geómetras desde que su creación y el requisito de los hábitos
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intelectuales para perfeccionarlo no se han formado suficientemente en los estudiantes

universitarios de estos inicios del siglo XXI.

El primer germen del método infinitesimal que puede concebirse independientemente del

cálculo moderno puede reconocerse en el Método de Agotamiento griego, empleado para

pasar de las propiedades de líneas rectas a aquellas curvas. El método consistió en sustituir

para la curva la consideración auxiliar de un polígono, de esta manera se inscribió por

pequeños segmentos de rectas la propia curva para ser alcanzada, los límites de las

proporciones primitivas fueron un reto no superado. Se definió como polígono de n número

de lados igual a círculo, mientras una curva está formada por unidades de arco pertenecientes

a un círculo. Los Mayas aportarían el concepto de indeterminación de cantidad y sentarían la

base del concepto de aproximación infinita al cero. No hay ninguna duda de la filiación de

ideas en este caso; pero en estos conceptos no había ningún equivalente para nuestros

métodos modernos: para la civilización antigua no existía ningún medio lógico y general para

la determinación de estos límites que eran la dificultad principal de la pregunta. La tarea

esperaría a los geómetras modernos para generalizar la concepción antigua y reducirla a un

sistema de cálculo que era imposible a ellos.

Lagrange le atribuye justamente al gran geómetra Fermat la primera idea en esta nueva

dirección. Fermat puede considerarse el primero en haber comenzado la formación directa

de análisis trascendental por su método para determinar los máximos y mínimos, así como el

proceso de tangentes, que presentó como un auxiliar al cálculo cuando las ecuaciones

obtenidas bajo transformaciones parecieron ser las convenientes. Después de algunas

modificaciones a las ideas de Fermat, Leibniz despojó al proceso de Fermat de algunas

complicaciones y formó el análisis dentro de un general y distinto cálculo, con propia

notación. Leibniz es así el creador del análisis trascendental, tal como nosotros lo empleamos

ahora.

Sin embargo, una historia paralela llama Newton, chocarían con el argumento de propiedad

anterior sobre el cálculo trascendental de funciones. En 1676, Newton escribió una carta a su
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no muy querido colega Robert Hooke: “Si he logrado ver más lejos, ha sido porque he subido

a hombros de gigantes”1. Reconociendo a Copérnico, Galileo y Kepler; mientras claramente

desaprecio profundamente a Leibniz y al propio Hooke. En la Universidad de Cambridge

Newton conoce al profesor Lucasiano de matemáticas Barrow, quien sería una influencia

determinante para que Newton presentara sus estudios en el campo de la óptica. Afirmando

que la luz blanca se descompone al paso de un prisma en colores porque la luz estaba

compuesta por diminutas partículas lo que despertó la ira de Hooke, que sostenía que la luz

se propagaba en ondas. En 1666 Newton había hecho grandes descubrimientos en

matemáticas puras, daba a conocer métodos generales para resolver problemas de curvaturas

que él llamó “teorías de fluxiones y fluxiones inversas”. En este momento se generó una gran

disputa con el filósofo alemán Leibniz, que una década antes público su creación del cálculo

diferencial e integral. El hecho que Leibniz publicara sus trabajos antes que Newton, este

último, acusó a Leibniz de plagio. Disputa por la propiedad del cálculo que terminaría con la

muerte de Leibniz en 1716 y con la de Newton en marzo de 1727, para Newton su salud se

empobreció rápidamente por esta disputa, que para los estudiosos de la historia sólo se trato

de ideas creadas independientemente. El contemporáneo poeta de Newton Alexander Pope

escribió para matizar a favor de Newton:

La naturaleza y sus leyes yacían en la noche:

Dios dijo: “¡sea Newton!” y todo se hizo luz.2

El método de análisis de Newton fue calificado de más lógico, pero menos formal que el de

Leibniz. Después Lagrange, desechó las consideraciones heterogenias consideradas por

Leibniz y Newton, reduciendo el análisis a un sistema completamente algebraico, que sólo

requiere más aptitud que la aplicación.

1 http://www.physics.ubc.ca/~berciu/PHILIP/TEACHING/PHYS350/EXTRA/FILES/Newton-Life.pdf
2 http://home.cc.umanitoba.ca/~stinner/stinner/scientists/newton.html

http://www.physics.ubc.ca/~berciu/PHILIP/TEACHING/PHYS350/EXTRA/FILES/Newton-Life.pdf
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6.1. LEIBNIZ

En resumen Leibniz introduce las ecuaciones para facilitar el cálculo, los elementos

infinitesimales o diferenciales que se suponen son las cantidades constituyentes que

buscamos. Hay relaciones entre estos diferenciales que son más simples y más ilustrativos que

aquellos primitivos de los griegos. A través de un cálculo especial empleado podemos

eliminar estos auxiliares infinitesimales para encontrar las ecuaciones buscadas, que habría

sido imposible obtener directamente. Este análisis indirecto puede tener nuevas cantidades

primitivas y una relación entre elementos infinitamente pequeños o segundos diferenciales,

de nuevo la misma transformación se repite un número entero de veces para eliminar

finalmente los auxiliares.

Un aprendiz preguntaría, cómo estas cantidades auxiliares puede aun ser de uso cuando ellas

son de la misma naturaleza que las magnitudes a ser tratadas ya que el mayor o menor valor

de cualquier cantidad no puede afectar cualquier cantidad que no tiene nada que ver en

absoluto con valor. La explicación de esto. Nosotros debemos empezar distinguiendo los

diferentes órdenes de pequeñas cantidades infinitesimales y debemos obtener una idea

precisa de esto considerándolos como esencia de las cosas –ser-, o los poderes sucesivos de la

misma pequeña cantidad infinitesimal primitiva, o como ser, cantidades que pueden

considerarse como razones finitas con estos mismos poderes -poder: potencial de seguir

siendo una cosa-. Por ejemplo, comprender que la segunda o tercera diferencial de la misma

variable son vistas como cantidades pequeñas infinitesimales de segundo o tercer grado,

porque es relativamente fácil ver en ellas los múltiplos finitos del segundo y tercero, es decir

otros poderes de cierto primer diferencial. Estas ideas preliminares colocadas bajo el espíritu

del análisis infinitesimal consisten generalmente en desdeñar las cantidades pequeñas

infinitesimales comparadas con cantidades finitas, en otras palabras, cantidades pequeñas

infinitesimales de cualquier orden, son comparables con todas aquellas de un orden inferior.

Es así que se hace posible en geometría tratar curvas. Curvas: líneas compuestas por una

infinidad de elementos rectilíneos como parte de un polígono de n número de lados, o

superficies curvas compuestas por una infinidad de elementos planos de un poliedro infinito

http://home.cc.umanitoba.ca/~stinner/stinner/scientists/newton.html
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o esfera; en mecánica, variaciones de movimiento como una serie de movimientos uniformes

para intervalos infinitamente pequeños de tiempo. Semejante idea puede dar concepción del

inmenso alcance del análisis transcendental formado por Leibniz. Para nosotros, la idea más

alta lograda en la vida por la mente humana.

Habilitando para nosotros la propiedad del pescador es claro que esta concepción era

necesaria incluirla a la matemática de la ciencia de una extensa y manera práctica, la relación

de lo concreto a lo abstracto. En este respecto, nosotros debemos considerarlo como el

complemento necesario de la gran idea fundamental de Descartes en la representación

analítica general de un fenómeno natural, una idea que no pudo ser creada o surgida hasta

después del análisis infinitesimal.

Este análisis tiene otra propiedad, facilitar el estudio de las leyes matemáticas de todos los

fenómenos, y quizás no menos importante que eso, las formulas diferenciales exhiben

generalidad extrema, expresan en una sola ecuación cada fenómeno determinante; sin

embargo, discrepa respecto de los objetos a los que pertenece. Por eso, semejante ecuación

invariable puede dar todas las tangentes de una curva, sus rectificaciones o sus cuadraturas; y

de la misma manera, una fórmula invariable expresa la ley matemática de toda variable del

movimiento; y una sola ecuación representa la distribución de calor en cualquier cuerpo, y

para cualquier caso. Esta generalidad notable es la base de las observaciones más altas de los

geómetras, este análisis no sólo proporciona un método general para formar ecuaciones que

no fueron descubiertas directamente, pero en las pruebas introdujeron un nuevo orden de

leyes más naturales para nosotros en el estudio matemático de fenómenos naturales,

permitiéndonos que subiéramos en momentos a una percepción de éxito tecnológico,

científico, económico,…, por la diversidad de fenómenos calculados a través de las analogías

presentadas por la expresión diferencial en leyes matemáticas.

En virtud de la segunda propiedad del análisis trascendental de Leibniz, un sistema entero de

una inmensa ciencia, geometría o mecánicas, ha sometido a una condensación en un número



18

pequeño de fórmulas analíticas de la que la solución de todos los problemas puede deducirse,

por reglas invariables.

Este bello método es, sin embargo, imperfecto en su base lógica. Al principio, geómetras

dedicaron sus esfuerzos a extender el descubrimiento y multiplicar sus aplicaciones, que al

establecer la función lógica de sus procesos. Durante bastante tiempo no se produjeron

objeciones para soluciones de los problemas más difíciles. Fue necesario, sin embargo, volver

recurrir a la base del nuevo análisis para restablecer el correcto riguroso de los procesos

empleados, no obstante sus brechas claras de la ley ordinaria de razonamiento, el propio

Leibniz no justificó su concepción dando, cuando instó, una respuesta que lo representó

como un cálculo de aproximación nada más; los funcionamientos sucesivos de lo que no

puede es evidente, admite una cantidad grande de error. Algunos de sus sucesores satisfechos

con mostrar que sus resultados otorgaron, aquellos obtenidos por álgebra ordinaria, o la

geometría antigua, reproduciéndose por éstos durante algunas soluciones que al principio

sólo fue posible con el nuevo método. Newton especialmente sostenía que era

indiscutiblemente exacto. Esto permitió el lujo de una justificación práctica pero, en un caso

de tal importancia sustantivamente diferente, una justificación lógica una prueba directa de

la racionalidad necesaria del método infinitesimal. Lazare Carnot publicó Reflexiones sobre la

metafísica del cálculo infinitesimal, en la que introduce un principio de compensación necesaria

de errores (los infinitesimales son cantidades despreciables introducidas, al igual que los

números imaginarios, para facilitar los cálculos, son eliminadas para alcanzar el resultado

final), con gran éxito en su momento, pero de escaso valor matemático (primera Edición de

Reflexiones sobre la metafísica del cálculo infinitesimal del gran matemático Lazare Carnot (1753-

1823) popularizaba los principios del cálculo infinitesimal). Lo redactó en Alemania donde se

había refugiado tras los acontecimientos de 1997 en Francia. En esta obra se proponía

fundamentar el análisis infinitesimal de modo riguroso, unificando sus diversas teorías: el

método de agotamiento, el método de los límites, el método de las cantidades desvanecientes

y el método de Lagrange, lo cual utiliza el desarrollo de las funciones en series de Taylor.

Nosotros no podemos decir  que todo el andamiaje lógico del método infinitesimal no puede

tener una existencia meramente provisional cuando está en su naturaleza pero, en el estado
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presente de nuestro conocimiento el principio de Carnot de compensación necesaria de

errores es de más importancia, legitimando el análisis de Leibniz, que normalmente sigue

vivo en textos modernos. Su razonamiento se funda en la concepción de cantidades

infinitesimales que disminuyen indefinidamente, mientras aquéllas de las que ellas se

derivaron son fijas. Los errores infinitamente pequeños introducidos como auxiliares no

pueden haber ocasionado otra cosa que errores infinitamente pequeños en todas las

ecuaciones; y cuando se alcanza las relaciones de cantidades finitas, estas relaciones deben ser

rigurosamente exactas, siendo los únicos errores posibles, no debieron afectar a las cantidades

finitas, y es así que las ecuaciones finales son perfectas. La teoría de Carnot es

indudablemente más sutil que sólida, pero no tiene ningún vacío lógico radical que del

propio método infinitesimal es, cuando aparece ante nosotros, es natural la explicación para

que deba adoptarse el método directamente empleado con ecuaciones generales. El carácter

filosófico del análisis trascendental se ha exhibido lo suficiente para permitir el paso a los

otros métodos.15

6.2. NEWTON

Newton ofreció alternativamente una concepción diferente bajo sucesiones. Llamado por él

método de primeras y últimas proporciones, a veces método de límites por el cual ahora se

conoce normalmente en la literatura moderna. Bajo este método, los auxiliares introducidos

son los límites de las proporciones de los incrementos simultáneos de cantidades primitivas;

o en otras palabras, las proporciones finales de estos incrementos, límites o proporciones

finales de las que nosotros podemos tener un valor determinado y finito fácilmente. Un

cálculo especial que es equivalente del cálculo de Leibniz, es pues empleado aplicando a las

funciones límites y a las ecuaciones correspondientes, que responden a las cantidades

primitivas. El poder de expresión fácil de las leyes matemáticas de fenómenos dados por este

análisis es imponente al explicar el cálculo, no a los incrementos de las cantidades

propuestas, pero a los límites de las proporciones de esos incrementos y nosotros podemos

por consiguiente ser capaz siempre de sustituir para cada incremento cualquier otra magnitud

orientada a tratar, con tal de que la proporción final sea la proporción igualdad, o en otras
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palabras, que el límite de su proporción es la unidad. Es evidente, en efecto, que el cálculo de

límites no puede ser de ninguna manera afectado por esta sustitución. A partir de este

principio, nosotros encontramos casi equivalente a los medios ofrecidos por el análisis de

Leibniz, que es considerado meramente desde otro punto de vista. Por lo tanto las curvas se

considerarán como límites de una serie de polígonos rectilíneos y variables de movimiento

como los límites de un agregado de movimientos uniformes de continuamente más cerca en

aproximación, en fin cosas así en substancia. La concepción de Newton, o más bien, la que

Maclaurin y d’Alembert han explicado como la base más racional del análisis trascendental,

en la lucha perseverante de complementar y arreglar las ideas de Newton en este tema.

Newton tenía otra opinión equivalente, sin embargo, se presenta como prestada, debido a

que es todavía la forma especial de cálculo indirecto de funciones que normalmente es

adoptado por de los geómetras Ingleses; y también, a causa de su claridad ingeniosa en

algunos casos y de su sencillez en notación.

Nosotros queremos subrayar, que el cálculo de fluxiones y fluyentes, llamado así por Newton,

se fundó en la noción general de velocidades. Así que los incrementos de las variables, que

tienen lugar en intervalos de tiempo infinitesimales son el producto de las velocidades

(Fluxiones) y el tiempo en el que ocurren los incrementos, Newton refiere a estas variaciones

como momentos:

Los momentos de las cantidades fluyentes, esto es, las partes infinitesimales pequeñas con las cuales,
al ser añadidas, incrementan en cada periodo infinitamente pequeño de tiempo, son como sus
velocidades de flujo. Por lo tanto, si el momento de alguna particular, digamos x, se expresa como el

producto de su velocidad x


y de una cantidad infinitamente pequeña o (este es, por 0x


), entonces

los momentos de las otras v, y, z, […], se expresarán por  , , , ...v y z
  

. Viendo que

 0, 0, 0, ...v y z
  

.son entre sí como  , , , ...v y z
  

.(Newton, 1671)

La propuesta de Newton tiene un contexto en el movimiento y en el estudio de las curvas,

mientras Leibniz, tuvo un contexto geométrico, es claro que en ambos casos las cantidades

infinitamente pequeñas resultan ser un recurso básico.
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Newton y Leibniz  mutuamente se consideraban ingratos por no reconocer respecto de cada

cual sus aportaciones, sin embargo, ninguno reconoció la aportación de América, respecto al

cero moderno en el cálculo trascendental, el aporte matemático de Mesoamérica Maya y

Olmeca fue plagiado. El cero Maya no es un representante de ausencia de cantidad, que

introdujeron los Indios y fue exportado a Europa por los árabes, es indeterminación de

cantidad16, concepto imprescindible para los infinitesimales.

Fig.1 Símbolo del cero Maya.

Jeroglífico maya para el cero, año 36 a d C. Es el primer uso documentado del cero

autónomo como se conoce hoy en día.17 ( ver http://www.michielb.nl/maya/math.html ) Las

aplicaciones del concepto de cero como indeterminación de cantidad son mayores a las de

concepto de ausencia de cantidad creado en la India. Por ejemplo 0!.

Fig.2. Convergencia de curvas x=0.

El cero factorial, 0!, se define como 1. 18 Esta definición es muy útil en muchas expresiones

matemáticas, de una manera sencilla se deduce:

Un número distinto de cero a la cero, puede ser definido como 1, se deriva esta afirmación

del límite:

0
lim 1x

x
a



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http://www.michielb.nl/maya/math.html
http://www.michielb.nl/maya/math.html


22

Este hecho queda ilustrado por la convergencia de curvas de la figura 2 para a = 0.2, 0.4, …,

00 es indefinido, la razón para esta cantidad se deduce de los hechos que mutuamente son

contradictorios 0a es siempre 1, por lo que 00 debe ser igual a uno, pero 0a es siempre 0 (

para a>0), así que 00 debe ser igual a cero, podría argumentarse que 00 1 como definición

natural, sin embargo:
0 0 0

lim lim lim 1n n n

n n n
n n n

   
   el límite no existe en general para valores

de n, por lo tanto la elección definitiva para
00 es en general definida como

indeterminación.

El matemático francés Pierre-Simon marqués de Laplace consideraba esta invención como

una de las más revolucionarias de la historia, tanto por su sencillez como por el enorme

beneficio que aporta para la humanidad:

La idea es tan sencilla que su propia simplicidad es la razón por la cual no

somos suficientemente conscientes de la admiración que merece.

6.3. LAGRANGE

La concepción de Lagrange consiste en su simplicidad admirable, en considerar el análisis

trascendental, mediante un artificio algebraico, facilita el establecimiento de las ecuaciones

dado una supuesta debilidad lógica del cálculo infinitesimal de Newton y Leibniz. De

acuerdo con Russell: “Los grandes descubrimientos del siglo XVII –la geometría analítica y el

cálculo infinitesimal- fueron  tan fructíferos en nuevos resultados que los matemáticos no

tuvieron ni el tiempo ni las ganas de examinar sus fundamentos”. 19 Lagrange escribió su

Teoría de las funciones analíticas, donde establecía los principios del Cálculo diferencial

desprovisto de toda consideración de los infinitamente pequeños, de los evanescentes

incrementos, de los límites y de las fluxiones, reduciendo todo a un análisis algebraico de

cantidades finitas. Sin embargo, Cauchy rechazó la fundamentación lagrangiana, que sostenía

que toda función era posible reducirla como una serie de Taylor.
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7. EL CÁLCULO INDIRECTO DE FUNCIONES

Apoyándonos en “The MacTutor History of Mathematics archive” de Edinburgh

Mathematical Society y British Mathematical Colloquium para explorar las diferentes

nociones de función en el tiempo20, germinales para este contexto:

Puede no ser demasiado generoso dar crédito a los antiguos babilonios de tener el instinto de
función; ya que una función ha sido definida sucesivamente como una tabla o como una
correspondencia.

 Petersen en 197421 :
Pero si concebimos una función no como una fórmula sino como una relación más general que
asocia elementos de un conjunto con los elementos de otro conjunto, es obvio que las funciones en
ese sentido abundan en el Almagesto.

 Thiele22:
De vez en cuando, comparaciones anacrónicas como la que se acaba de dar nos ayudan a elucidar
hechos documentados pero no a interpretar su historia.

 Youschkevich23:
La noción de una función aparece por primera vez en una forma más general durante el siglo XIV
en las escuelas de filosofía natural de Oxford y París.

1. Leibniz escribió en agosto de 1673 de24:
[...] otros tipos de líneas que, dada una figura, llevan a cabo alguna función.

 Johann Bernoulli, en una carta a Leibniz escrita el 2 de septiembre de 1694, describe una
función como:

[...] una cantidad formada de alguna manera a partir de cantidades indeterminadas y constantes.
 En un artículo de 1698 sobre problemas isoperimétricos, Johann Bernoulli escribe sobre

'funciones de ordenadas' . Leibniz le escribió a Bernoulli diciendo:
[...] Me agrada que use el término función en el mismo sentido que yo.

 Todo esto está muy bien pero Euler no da una definición de 'expresión analítica' sino que
supone que el lector entenderá que significa expresiones formadas por las operaciones
comunes de suma, multiplicación, potencias, raíces, etc. Divide sus funciones en distintos
tipos tales como algebraicas y trascendentes. El tipo depende de la naturaleza de la
expresión analítica; por ejemplo, las funciones trascendentes son las no-algebraicas como:

[...] exponeciales, logaritmos y otras de las que el cálculo integral nos provee en abundancia.
 Jahnke escribe:

Hasta Euler las cantidades trigonométricas seno, coseno, tangente, etc. se consideraban como líneas
relacionadas con el círculo más que como funciones. [...] Fue Euler quien introdujo el
acercamiento funcional.25

 Youschkevitch escribe:
d'Alembert no estaba de acuerdo con Euler. Así empezó la larga controversia sobre la naturaleza de
las funciones que se permitían como condiciones iniciales y en las integrales de las ecuaciones
diferenciales parciales, las cuales continuaba apareciendo en cantidades cada vez mayores en la
teoría de la elasticidad, la hidrodinámica, la aerodinámica y la geometría diferencial.

 En 1755 Euler publicó otro libro muy importante, Institutiones calculi differentialis. En
este libro definió una función de manera totalmente general, dando lo que podemos
razonablemente afirmar que era una definición verdaderamente moderna de función:

Si algunas cantidades dependen de otras del tal modo que si estas últimas cambian también lo
hacen las primeras, entonces las primeras cantidades se llaman funciones de las segundas. Esta
definición se aplica de manera más bien amplia e incluye todas las formas en que una cantidad
puede ser determinada por otra. Si, por lo tanto, x denota una cantidad variable, entonces todas las
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cantidades que dependen de x de cualquier modo, o que son determinadas por ella, son llamadas
funciones de x.

 Lacroix, quien había leído el trabajo inconcluso de Condorcet, escribió en 1797:
Cada cantidad cuyo valor depende de una o más cantidades se llama una función de éstas últimas,
se conozca o no qué operación es necesario usar para llegar de la última a la primera.

 Cauchy, en 1821, dio una definición que hace de la dependencia entre variables el centro
del concepto de función. Escribió en Cours d'analyse:

Si cantidades variables son unidas entre ellas de tal modo que el valor de una de ellas está dado, se
puede llegar a los valores de todas las otras; uno ordinariamente concibe estas distintas cantidades
como expresadas mediante una de ellas, la cual entonces toma el nombre de variable
independiente; las otras cantidades expresadas mediante la variable independiente son aquellas a
las que se llaman funciones de esta variable.

 Fourier, en Théorie analytique de la Chaleur en 1822, dio la siguiente definición:
En general, la función ƒ(x) representa una sucesión de valores u ordenadas cada una de las cuales es
arbitraria. Dados una infinidad de valores de la abscisa x, hay un número igual de ordenadas ƒ(x).
Todas tienen valores numéricos, ya sean positivos, negativos o cero. No suponemos que estas
ordenadas estén sujetas a una ley común; se siguen unas a otras de una forma cualquiera y cada una
de ellas está dada como si fuera una cantidad sola.

 En 1838, Lobachevsky dio una definición de una función general que todavía necesitaba
que ésta fuera continua:

Una función de x es un número que está dado para cada x y que cambia gradualmente junto con x.
El valor de la función puede estar dado mediante una expresión analítica o mediante una
condición que ofrece una manera de probar todos los números y seleccionar uno de ellos o,
finalmente, la dependencia puede existir pero ser desconocida.

 Hankel, en 1870, deploró la confusión que aún reinaba sobre el concepto de función:
Una persona define función esencialmente en el sentido de Euler, otra requiere que y debe
cambiar con x según alguna ley, sin dar una explicación de este obscuro concepto; el tercero lo
define de la misma manera que Dirichlet, la cuarta sin más no la define. Sin embargo, todo el
mundo deduce de su concepto conclusiones que no están contenidas en él.

 Lützen escribe en:
La función de Weierstrass contradecía la idea intuitiva de la mayor parte de sus contemporáneas
que apuntaba a que las funciones continuas eran diferenciables excepto en 'puntos especiales'. Fue
una sensación y, de acuerdo con Hankel, incredulidad cuando du Bois-Reymond la publicó en
1875.

 Poincaré estaba a disgusto con la dirección que había tomado la definición de función. En
1899 escribió:

Durante medio siglo hemos visto una masa de funciones extrañas que parecen forzadas a parecerse
lo menos posible a las funciones honestas que sirven a algún propósito. [...] Antes, cuando se
inventaba una nueva función era con una meta práctica. Hoy son inventadas a propósito para
mostrar que el razonamiento de nuestros ancestros fallaba y nunca obtendremos más que eso de
ellas. Si la lógica fuera la única guía del profesor, tendría que empezar por lo más general, es decir,
las funciones más estrambóticas.

 ¿De dónde han tomado el concepto las definiciones más modernas? Goursat, en 1923, dio
la definición que aparece en la mayoría de los libros de textos hoy en día:

Se dice que y es una función de x si a cada valor de x le corresponde un valor de y. Esta
correspondencia se indica mediante la ecuación y = ƒ(x).

 En caso de que ésta no sea lo suficientemente precisa y que involucra conceptos como
'valor' y 'correspondencia', véase la definición dada por Patrick Suples en 1960:

Definición.

         ,A es una relación x x A y z x y z      
Definición.

       isa functionf f es una relación and x y z x f z and x f z y z     
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¿Qué hubiera pensado Poincaré de la definición de Suples?
Nota: Se sugiere ver notación “The Notation in Principia Mathematica” en URL: http://plato.stanford.edu/entries/pm-notation/

y www.math.psu.edu/simpson/courses/math557/logic.pdf

Todo el sistema del cálculo trascendental, gira alrededor del diferencial y la integración. La

parte perfecta y simple la representa el cálculo diferencial, relacionado con velocidades,

aceleración, pendientes, curvatura de curvas y de superficies y en general con tasas de cambio

en entornos infinitamente pequeños. Mientras la integral se relaciona con áreas y volúmenes

y es sumamente imperfecta. Si se trata de aplicar a funciones expresadas en fórmulas

sencillas, el cálculo diferencial es el fácil, mientras el cálculo integral es el difícil y en muchos

casos es imposible de realizar apoyado en simples fórmulas. Cuando las funciones son dadas

en tablas de datos numéricos, la diferenciación es complicada y la integración es fácil de

operar. El teorema fundamental del cálculo infinitesimal, para la diferenciación y la integración,

en esencia es justo el inverso del otro; haciendo que estos dos campos se combinen y

proporcionen un extraordinario conocimiento y técnica de cálculo.

“La Explosión de las Matemáticas”26 rasgo del siglo XXI, Laura Tedeschini-Lalli nos dice de

la necesidad: “imaginar un objeto matemático se requiere y da forma a una representación

mental del mismo, y este nivel descriptivo abstracto normalmente se pasa por alto, no se

discute. Y sin embargo, es precisamente este componente abstracto el que con frecuencia se

reconoce como el obstáculo esencial cuando personas de distintas culturas intentan

comunicarse. Es obvio que las diferentes representaciones de un mismo objeto oscurecen

algunas de sus características y realzan otras: la elección de ciertas de ellas supone escoger

deliberadamente unas, al tiempo que se descartan otras. Esta representación mental modela,

a su vez, las expectativas con que de hecho contemplamos un objeto, porque guía la selección

de características que hacemos al observar: la “mirada” se modela culturalmente (Laura

Tedeschini-Lalli)27

El concepto de función adquiere en este contexto un estratégico de justicia social, si se le

considera como piedra angular del desarrollo económico de esta sociedad industrial

http://plato.stanford.edu/entries/pm-notation/
www.math.psu.edu/simpson/courses/math557/logic.pdf
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avanzada. Actualmente el término función, semánticamente tiene que ver con aplicación, la

cual cierta colección X de números (o otras funciones) llamado dominio, se aplica en cierta

colección Y, llamada imagen. A cada elemento de X la función asigna un valor particular en

Y, aunque diferentes elementos de X pueden alcanzar el mismo valor y algunos valores de Y

pueden no ser alcanzados. Una función como aplicación es una tabla de búsqueda de

relación biunívoca.

7.1. DIFERENCIACIÓN.

Operación sobre funciones que prueban continuidad y suavidad en sus curvas. Condición

llamada de diferenciabilidad de la función analítica. La función f(x) se llama analítica en q, si

puede expresarse en una serie de potencias en algún intervalo que contenga a x=q. Si f(x) es

analítica en todo su dominio (funciones complejas), la llamamos simplemente función

analítica. Son analíticas, en otras palabras, son observables matemáticamente y sencillas de

resolver en el sentido que Andrey Nikolaevich Kolmogorov se refiere a la complejidad k que

mide la complejidad en programación computacional; actualmente se justifica teóricamente

muy bien y es eficaz en el aprendizaje estadístico de máquinas28.

7.2. INTEGRACIÓN: CASO RIEMANN

Leonhard Euler y Jean D’Alembert  argumentan el tipo de soluciones que deben admitirse

como solución de ecuaciones de la forma:

0xyg 

D’Alembert mostró que una solución debe tener la forma

 1
( , ) ( ) (

2
0 ( )

F x t f x t f x t

para t para condiciones iniciales f x

   



D’Alembert argumentó que f(x) debe ser continua, es decir, dada por una única ecuación.

Euler argumentó la restricción innecesaria ya que f(x) puede ser discontinua, es decir,

formarse de muchas curvas. Sin embargo, en un sentido moderno las dos son continuas.
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Daniel Bernoulli entró en la discusión anunciando que las soluciones deben ser expresadas

en una serie de la forma:

1 2( ) ( / ) ( (2 / ) ...,f x a sen x L a sen x L   

Donde L es la longitud de la cadena.

Euler , d’Alembert y Lagrange rechazaron esto.

En el siglo diecinueve la notación arbitraria de función retornó al centro de la discusión

cuando Fourier presentó su famoso documento en la académica de París en 180729. En

general las proposiciones de Fourier fueron:

Cualquier función f definida en el intervalo (-a,a) puede ser expresada como:

0
1

1
( ) cos( / ) ( / ),

2 n n
n

f x a a n x a b sen n x a 




  

Donde

 

 

0

2
( )

1
( ) cos / ,

1
( ) / ,

a

a

a

n

a

a

n

a

a f x dx
a

a f x n x a dx
a

b f x sen n x a dx
a























 1
( ) cos / ,

a

a

f x n x a dx
a



  1

( ) cos / ,
a

a

f x n x a dx
a





Para Fourier la notación de función estaba arraigada en el siglo dieciocho. A pesar de la

generalidad de sus declaraciones la función expresada como una serie todavía era continua

en el sentido moderno. Por ejemplo, él llamaría:

0
( )

0

x

x

e x
f x

e x

  


Discontinua.

Fourier pensó que funciones arbitrarias se comportan como cualquier f(x) al tener la forma:

1
( ) ( ) cos( ) ,

2

b

a

f x f d px p dp  






  
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Que por supuesto es un rumbo sin sentido.

Para Fourier, una función general es una cuyo gráfico es uniforme, salvo en un número finito

de puntos de excepción.

Fourier pensó e intentó validar que los coeficientes 1 1..., ...a b podrán determinarse, entonces

la relación debe ser válida. Su demostración involucró una representación de una serie de

potencias y algunas manipulaciones con un sistema infinito de ecuaciones. Lagrange mejoró

las cosas al usar un argumento más moderno:

a) Multiplicar por cos( / ),n a

b) Integrar entre –a y a, término por término,

c) Intercambiar
1 1

a a

a a

por
 

 
   Con la ortogonalidad de los arreglos de funciones que

con los coeficientes de Fourier se logra.

El intercambio por   no se desafió hasta 1826 por Niel Henrik Abel.

La validez de integración de término a término está incompleta, Cauchy provee las

condiciones para sostener este argumento, no obstante, debemos conceder a Lagrange el

programa, los puntos son todavía pensados carentes de validez hasta Henri Lebesgue, quien

da una definición apropiada de área de la que estos problemas son simples consecuencias.

Gradualmente, la integral llega hacer el área, en lugar de la antiderivada como se utilizaba en

esos tiempos. Así el área orienta de nuevo el análisis a la discusión geométrica, recordar que

el área no se define todavía propiamente dicha.

Este problema es llevado a la escena de la discusión como área por Augustin Cauchy, quien

nos aportó el concepto moderno de continuidad y definió la integral como un límite de una

suma (1814). En su “Cours d’analyse” 1821, él da la definición moderna de continuidad en

un punto sobre un intérvalo. Dos años después él define límite de la suma de Cauchy:

1
1

( )( )
n

i i i
i

f x x x 



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Como la integral definida para una función continua. Es más, mostró que para dos

porciones, las sumas pudieran hacerse arbitrariamente pequeñas con tal de que las normas de

las particiones fueran lo suficientemente pequeñas. Tomando el límite, Cauchy define la

integral.

El argumento básico es: para un continuo de funciones (uniformemente continuas), la

diferencia de las sumas
'p p

y  pueden ser hechas pequeñas arbitrariamente como una

función para norma de particiones.

Esto le permitió a Cauchy considerar funciones primitivas,

( ) :
x

a

F x f 

Demostró:

Teorema I: F es una función primitiva; si es F’ = f

Teorema II: Todas las funciones tiene la forma
x

a

f c

Para demostrar el teorema II  el requirió:

Teorema III. Si G es una función semejante a G’(x)=0  para todo x en el intervalo cerrado

[a,b], entonces G(x) permanece constante allí.

Los teoremas I, II y III  forman el Teorema Fundamental del cálculo. La Demostración

depende de notables resultados que a su vez dependen del refinamiento de partición

continua uniforme.

No obstante, Cauchy todavía considera a las funciones como ecuaciones, como

( ) ( , ) 0y f x ó f x y 

Las funciones realmente discontinuas surgen finalmente como:

1

( ) ( ) ( ),
n

I
r

f x X x g x 



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Donde  I es una partición de [a,b] y cada ( )g x es una función continua sobre I . La

teoría que trabajado Cauchy requiere pequeños ajustes. Para esta notación, en el sentido de

Fourier na y nb es resultado.

Peter Gustav Lejeune-Derichlet fue el primer matemático en llamar la atención sobre la

existencia de funciones discontinuas en un infinito número de puntos. Él aportó la primera

prueba rigurosa de la convergencia de series de Fourier bajo condiciones generales

considerando sumas de particiones (Nosotros podemos cambiar por conveniencia el intervalo

que hemos usado por  ,  ).

0
1

0

1
( ) cos( ) ( )

2

1
(2 1)( )1 2( ) ( )

1
( )

2

n

n nn
k

n

x a a kx b sen kx

mostrando

sen n t x
x f x dx

sen t x









  

 




 

 

En su demostración, él asume un número finito de discontinuidades (en el sentido de

Cauchy). Él obtiene convergencia al punto medio de saltos. Él requirió la continuidad para

lograr la existencia de la integral. Su prueba requirió en términos modernos el criterio de

monotonicidad de f (función monótona, aquélla cuya magnitud no varía con la variable

independiente). El creyó que su demostración adaptaría a un número infinito de

discontinuidades; que en términos modernos no tendría que ser denso. Él prometió la

prueba pero nunca llegó. Si él hubiera pensado en la integral extendida de Cauchy como

Riemann lo haría en su condición de monotonicidad hubiera sido suficiente. Para

comprender más profundamente monotonicidad en su lógica, recomendamos el artículo del

filósofo de la UNAM Velasco C. Israel30.

En 1864 Rudolf Lipschitz intentó extender el análisis de Dirichlet, él  se percató que la

integral extendida era necesaria, además de creer que en ninguna parte el conjunto denso

tenían un juego finito de puntos límites (No existía teoría de conjuntos en ese momento). Él

sustituyó la condición de monotonicidad condicional por una curva por trozos en
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monotonicidad (continuidad en cada uno de un número finito de pedazos, en los cuales se

divide su dominio: una función por trozos continua; una curva por trozos diferenciable); lo

que es conocido ahora como condición de Lipschitz.  Recordemos, una función f(x), definida

en un intervalo [a,b] se dice que satisface la condición de Lipschitz de orden E si para cada

x y y, en [a,b]:

( ) ( ) ,f x f y c x y
  

Para alguna constante c  fija. Por supuesto Lipschitz estaba considerando 1.  Cada

función con una derivada limitada a un intervalo, I, satisface una condición de Lipschitz de

orden 1 sobre el intervalo. Así que:

sup '( )x Ic f x (sup, supremum: el menor límite superior de un f’(x), es el x más pequeño

en I.)

De hecho el análisis de Dirichlet conlleva al caso cuando

(2) ( ') ' ( , ': )D D es finita D conjunto D los puntos límite D   , y por inducción para

  1( ) '.n nD D  (Similar conjunto fue introducido por George Cantor) en 1872).

Ejemplo: Considerar el conjunto
1

, 1,2,...D n
n

   
 

Entonces   (2)' 0 , .D D  

Dirichlet  pudo haber pensado para el juego de discontinuidades ( )nD : es finito para algún n.

Desde Dirichlet nosotros tenemos los principios para distinguir entre función continua y

función integrable.  Introduce  la función sal pimienta en 1829 como un ejemplo de una

función no definida por ecuación ni trazo de curva alguno.

1
( )

0

x es racional
f x

x es irracional


 


Nota: La integral de Reimann no puede manipular la función. Para integrar esta función

requerimos de la integral de Lebesgue.

Directo a nuestro objetivo, una pregunta que despertó pasiones durante el siglo XIX, ¿Qué de

la continuidad versus diferenciabilidad?. Mientras en 1806 el matemático A-M Ampere
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intentó sin éxito para establecer diferenciabilidad de una función arbitraria excepto a

particular y aislados valores de la variable.  De hecho un progreso relevante esperó hasta

1875, donde DuBois-Reymond  aportó los primeros ejemplos de una función continua sin

una derivada.

Bernhard Reimann nunca duda hacer suyo el interés en problemas relacionados con series

trigonométricas por influencia de Dirichelt en Berlín (1854). Él dedujo que funciones

continuas pueden ser representadas por Series de Fourier. Así mismo, concluyó que las

funciones no abordadas por Dirichlet no existen en la naturaleza, pero le esperaban nuevas

aplicaciones a las series trigonométricas para nuevas teorías y otros campos fuera de las

matemáticas puras. Esto lo motivó a seguir estudiando las preguntadas fundamentales:

¿Cuándo es integrable una función? es decir, ¿Cuándo convergen las sumas de Cauchy?

Reimann asumió la condición R1, solo sí y sólo sí:

1 1 2 2 3 30
lim ( ... ) 0n n
P

D x D x D x D x


        

Donde P es una función de partición de intervalo I, [a,b]; con ix como longitudes

subintervalo y iD son las correspondientes oscilaciones de f(x) –es decir sus derivadas- :

sup ( ) inf ( )I x I x ID f x f x  

Para una partición P y x >0 , se define:

( , )
i

i
D x

P x x


     

Reimann demostró  que la siguiente condición R2 es necesaria y suficiente para la

integrabilidad:

Corresponden a cada par de números positivos  y  un positivo d tal que si P es cualquier

partición con norma P d , entonces ( , ) .P  
Estas condiciones R1 y R2 es el germen de la idea de mensurable de Jordan y volumen

exterior. Pero el contexto todavía no estaba dado para la teoría mensurable. Así, con R1 y R2



33

Reimann define integrabilidad si las condiciones de continuidad son explícitas. Todavía

podemos demostrar que R-integrabilidad implica f(x) sea continua en todas sus partes.

Nota: R-integrable se refiere a integrable en los reales.

Reimann da un ejemplo, para ello:

Define m(x) para el entero que minimiza ( )x m x . Permita

( ) ,2
( )

0 2,

nx m x x n impar
x

nx n impar

   


(x) es discontinua para 2
nx  cuando n es impar. Ahora se define:

2 2

2
( ) ( ) ... ...

2

x nx
f x x

n
    

Esta serie converge y f(x) es discontinua a cada punto de la forma 2
mx n , donde (m,n)=1.

Recordar que (m,n)=1 significa m y n son primos relativos. Este es un conjunto denso. A

semejantes puntos de valores límites por derecha e izquierda de esta función son:

 2

2( ) ( )
16

f x f x
n

  

Esta función satisface R2 y así f(x) es R-integrable. La R-integración falta de importantes

fundamentos para los límites de sucesiones y series de funciones. El teorema básico para el

límite de integrales es:

Teorema: Permita I ser un intervalo cerrado [a,b], y permita  ( )nf x ser una secuencia de

funciones tal que:

lim( ) ( ) .
b

n
n

a

R f x dx existe
 

Y tal que ( )nf x tiende uniformemente a ( )f x en I con n  . Entonces:
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lim( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

n
n

a a

R f x dx R f x dx


 

Consideremos el siguiente ejemplo: Considérese la secuencia de funciones definidas en [0,1]

como ( ) , 1,2,3,... .n
nf x x n para toda n  Claramente, cuando n  , ( ) 0nf x 

sobre un punto [0,1) y (1) 1,nf  para todo n. Porque la convergencia no es uniforme,

nosotros podemos concluir del teorema anterior que:

1

0

lim( ) ( ) 0n
n

R f x dx




Que por su puesto es así.

Necesitamos la más fuerte. Específicamente si  ( ) ( ) ,n nf x g x y f g son integrables y si

lim ( ) ( )nf x f x entonces f puede no ser R-integrable. Esta es una grieta básica que

finalmente resolvió la integral de Lebesgue.

7.2.1. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL.

Nosotros hemos considerado varios acercamientos para definir integral definida:

( )
b

a

f x dx , de una función ( )f x . Estas definiciones asignan igual valor al definir la integral,

pero ellos difieren en el tamaño de la colección de funciones para que ellos sean definidos.

Por ejemplo, nosotros podríamos usar la integral de Reimann (principio de cálculo de la

integral ordinaria)  y considerar la función

0,
( )

1,

si x es racional
f x

si x es no es racional


 

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La integral de Riemann
1

0

( )f x dx como integral indefinida. Pero la integral de Lebesgue, que

nosotros queremos desarrollar, no tiene dificultad con ( )f x y de hecho
1

0

( ) 1f x dx  . Son

diversas las propiedades que requerimos puntualizar que cumple la integración, debemos

verificarlas para nuestras diferentes definiciones en este campo. Nosotros consideraremos el

valor de la integración de funciones en varias colecciones. Estas colecciones tienen un

dominio común, para nuestros propósitos, es un intervalo cerrado. Estas colecciones de

funciones contienen las funciones contantes y estas son cerradas bajo la suma y la

multiplicación escalar. A semejante colección la llamaremos campo V o espacio vectorial V de

funciones. Es un conjunto no vacío de funciones reales V definidas en un intervalo [a,b]

abastecidas por un espacio vectorial:

1. ,Sí f g V entonces f g V  

2. Sí f Vand r entonces rf V  

Note que esto implica que la función 0 está en V. Todos los espacios vectoriales que nosotros

consideremos contendrán las funciones contantes. Tres simples ejemplos de espacios de

funciones vectoriales en el intervalo I, [a,b] son la funciones contantes, las funciones de

polinomios y funciones continuas.

Una Integral definida sobre un espacio vectorial de funciones V, es una manera de asignar

un número real  a cada función en V y subintervalo I. Para la función f V y el

subintervalo [a,b] nosotros denotamos los valores  para ( )
b

a

f x dx y los llamamos “la integral

de ( )f x desde a a b”.

Todas las integrales que consideramos satisfacen cinco propiedades básicas  que enumeramos

a continuación.

I. Linealidad. Para cualquier función ,f g V y cualquier real numérico 1 2,,c c

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )
b b b

a a a

c f x c g x dx c f x dx c f x dx    
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II. Monotonicidad. Si funciones ,f g V satisfacen ( ) ( )f x g x para toda x entonces

( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx 

III. Aditiva. Para cualquier función f V , y cualquier , ,a b c I ,

( ) ( ) ( )
c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx   

( ) 0

( ) ( )

a

a

b a

a b

f x dx

f x dx f x dx



 



 

IV. Funciones constantes. La integral de una función constante ( )f x C debe dar el área

del rectángulo bajo su gráfica.

( )
b

a

C dx C b a 

7.3. INTEGRAL DE CAUCHY.

Basada en el trabajo de 1979 de Berberian31 desarrollamos la construcción alterna a la

integral de Reimann. En este documento se exponen algunos conceptos germinales para este

contexto en cajas de texto teles como: sucesiones, series, convergencia, espacios Banach etc.

Siendo toda función continua reglada, es de variación acotada y es un conjunto de funciones,

es decir un espacio de Banach:

 [ , ] : [ . ] ,X a b f a b f reglada  

Si : [ , ]f a b   es reglada si y solo si existe una sucesión de funciones [ , ]n I a b  tal que:

[ , ]n f en a b  , es decir n converge uniformemente a f en [a,b], donde

 [ , ] : [ , ] :I a b a b es una función escalonada   

Sí f es una función reglada, entonces el conjunto de puntos donde f es discontinua es

numerable.
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La integral de funciones regladas. Sea : [ , ]f a b   una función reglada tal que

[ , ]n f en I a b  , donde [ , ]n I a b  :

1) La sucesión ( )
b

a

t dt es de Cauchy.

2) Si para [ , ]n I a b  y [ , ]n f en I a b  entonces, para cada 0  existe on 

tal que para todo 0n n se tiene

( ) ( ) , [ , ]n nt t t a b     

3) lim ( ) lim ( )
b b

n n
n n

a a

t dt t dt 
 

 

Se define la integral de la función reglada f sobre [a,b] mediante

lim ( ) ( )
b b

n
n

a a

t dt f t dt


 

Donde [ , ]n I a b  y satisface [ , ]n f en I a b  , en este caso decimos que f es integrable y

su integral la denotamos por ( )
b

a

f t dt . n es una sucesión de funciones escalón que

converge uniformemente en f.

Las propiedades del espacio vectorial integral se deducen con respecto del intervalo de

integración de la definición y propiedades de una función escalón: aditividad,

homogeneidad, linealidad, comparación, elementos neutros.

Antiderivada: sean , : [ , ]f g a b   dos funciones.

[ , ] ( ) ( ) ( ) [ , ]
t

a

f X a b y g t g a f s ds para cada t a b   

Para cada [ , ]t a b existe ' ( ) ( )g t f t   y, para cada [ , ]t a b , existe ' ( ) ( )g t f t  

[ , ]f X a b y g es una primitiva de f es decir g es continua y fuera de un conjunto

numerable de [a,b], existe '( ) ( )g t f t .
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Primer teorema fundamental del cálculo.

[ , ]f X a b y : [ , ]g a b   dada por

( ) ( ) ( )
x

a

g x g a f t dt   ,

Si f es continua en [ , ]x c a b  , entonces g es derivable en c y

'( ) ( )g c f c

Prueba que la continuidad de f en c garantiza que ( ) ( ) ( )f c f c f c   

Segundo teorema fundamental del cálculo.

[ , ]f X a b y : [ , ]g a b   una función tal que g’(x)=f(x) para cada [ , ]x a b , entonces

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx g b g a 

Como [ , ]f X a b , g es continua en [a,b] y g’(x)=f(x) para cada [ , ]x a b , entonces g es una

primitiva de f y así

( ) ( ) ( )
x

a

g x g a f t dt  

Para cada [ , ]t a b . En particular

( ) ( ) ( )
b

a

g b g a f s ds  

Partimos de la integración de funciones escalonadas, pasando sus propiedades a funciones

regladas en un espacio Banach definiendo la integral de Cauchy para una función reglada

como el límite de una sucesión de integrales de funciones escalonadas que  convergen

uniformemente a dicha función.
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8. LIBERTAD: EL CAMINO MATEMÁTICO

Puntos, curvas, funciones, sucesiones, mensurables, series, convergencias, espacios métricos,

límites,  , cero, área, continuidad, espacios vectoriales, cuerpos o campos, conjuntos,

intervalos, proposiciones, teoremas, …. Intervienen como objetos matemáticos germinales y

desarrollan objetos matemáticos terminales; y estos últimos en el ejercicio recursivo de las

creaciones matemáticas pasan a hacer germinales de otros objetos de mayor abstracción, por

ello concluimos en este punto de nuestra aventura, que el instante en que las cosas cercanas se

alejan en complejidad, es la experiencia de vivir las matemáticas.

El investigador Roberto Vázquez, conocido como el padre de la Topología, legó un camino32:

“Será muy presuntuoso y hasta falso atribuirle a México el nacimiento de esta rama de las

matemáticas, pues es bien sabido que las ideas que dieron lugar a su gestación también fueron captadas

por matemáticos de otros lugares del mundo y eran susceptibles de ser advertidas por cualquiera que se

hallase a la altura en que oscilaban. Pero la buena ventura quiso que dos matemáticos mexicanos,

Graciela Salicrup y Roberto Vázquez, se hallasen a esa altura en el momento adecuado y este agraciado

hecho nos permite decir, sin falsedad ni presunción, que la topología categórica también nació en

México”.

“Si ya el solo punto de vista de un sujeto arbitrario sobre una realidad arbitraria resulta valioso por el

carácter de insustituible que posee, tanto más valioso es cuando el sujeto realiza un esfuerzo de agudeza

y consigue afocar con claridad zonas nebulosas de su campo visual…. Hay unas ventanas a cuyo través

el paisaje que se contempla ofrece una composición única. Lector: son tus ojos. Solamente tú puedes

describirnos lo que desde ellos se ve.”

El mensaje de que las matemáticas son una suerte de libertad para la imaginación, topológica

o lógica. En 1900, se llevó a cabo en París el Congreso Internacional de Matemáticas, donde

David Hilbert pronunció una conferencia denominada simplemente Problemas Matemáticos.

Dicha exposición versó sobre una lista de 23 cuestiones pendientes de resolución para la

época, que delinearon a grandes rasgos los senderos que habrían de fijar el desarrollo de las

matemáticas durante el resto del siglo XX. Con el correr de los años, se resolvieron todos los

problemas planteados, salvo tres. Ellos son el sexto, "Tratamiento matemático de los axiomas de

la física", el octavo, "Algunos problemas referentes a números primos", y el decimosexto, "El problema
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de la topología de las curvas y superficies algebraicas".33 Aún permanecen abiertos, como un reto a

la imaginación de los matemáticos del presente y del futuro. La lista elaborada por Hilbert

comienza con la cuestión lógica y conjuntista asociada con la llamada hipótesis del continuo,

que fuera resuelta de manera definitiva por el estadounidense Paul Cohen hacia 1965.

Estudiar la dinámica de las moléculas de un tequila y hielo triturado, es similar a la danza de

la alineación cromosomática en la mitosis donde motores moleculares, son los pescadores de

la vida. El estudiante explora modelos matemáticos de un sistema, los confronta con la

realidad y evalúa los resultados apoyado en computadoras y software de última generación, al

igual que el hielo modifica la entropía del tequila, el profesor relaciona matemáticas con la

sociedad, debido a que en el futuro las competencias en ciencia y tecnología se van a

matematizar más todavía. Hay un desafío inmenso para la educación superior en ciencias y

tecnología, el tiempo en educación es diferente al del siglo XX, por ejemplo, ahora las

computadoras juegan el rol de herramienta generacional para que estudiantes universitarios

matematicen la realidad, el poder del cómputo para la educación es lo que la Complejidad de

Kolmogorov34 es a la informática, como las competencias en matemáticas mínimas son para

las economías, la ciencia, la tecnología y en general para la libertad creativa de los

ciudadanos.

El teorema de los cuatro colores35 que a continuación enunciamos, es un hecho histórico en

este mismo sentido como tendencia ya irreversible de las sociedades industriales avanzadas.

8.1. TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES.
Un teorema mantuvo ocupados a los matemáticos muchos años para encontrar la solución.

Supongamos que tenemos un mapa cualquiera y nos preguntamos: ¿cuántos colores hacen

falta para colorearlo? Si en la computadora tenemos ahora muchos colores para que

preguntar esto. La conjetura de los cuatro colores surge cuando Francis Guthrie era un

estudiante de una universidad de Londres, uno de sus profesores era Augustus De Morgan.

Francis le mostró a su hermano Frederick una conjetura que tenía con respecto a la
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coloración de unos mapas, y como no podía resolver el problema, le pidió a su hermano que

consultara al renombrado profesor.

De Morgan, quien tampoco pudo encontrar la solución, le escribió a Sir William Rowan

Hamilton en Dublín el mismo día que le hicieron la pregunta, el 23 de octubre de 1852:

“un estudiante me pidió que le diera un argumento sobre un hecho que yo ni

siquiera sabía que era un hecho, no lo sé aún ahora. El estudiante dice que si uno

toma una figura plana cualquiera y la divide en compartimientos pintados con

diferentes colores, de manera tal que dos adyacentes no tengan un color en común,

cuatro colores son suficientes”.

Hamilton le contestó el 26 de octubre de 1852 y le dijo que no estaba en condiciones de

resolver el problema. De Morgan continuó pidiendo asistencia a la comunidad matemática,

pero nadie parecía encontrar una respuesta. Cayley, por ejemplo, uno de los matemáticos

más famosos de la época, enterado de la situación, planteó el problema a la Sociedad de

Matemáticas de Londres, el 13 de junio de 1878, y preguntó si alguien había resuelto la

conjetura de los cuatro colores.

El 17 de julio de 1879, Alfred Bray Kempe anunció en la revista Nature que tenía una

demostración de la Conjetura. Kempe era un abogado que trabaja en Londres y que había

estudiado matemáticas con Cayley en Cambridge.

Cayley le sugirió a Kempe que enviara su teorema al American Journal of Mathematics,

donde fue publicado en 1879. A partir de ese momento, Kempe ganó un prestigioso

inusitado y su demostración fue premiada cuando lo nombraron Miembro de la Sociedad

Real (Fellow of the Royal Society) en la que actuó como tesorero por muchos años. Es más,

fue nombrado caballero por la reina en 1912.
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Kempe publicó dos pruebas más del ahora Teorema de los Cuatro Colores, con versiones

que mejoraban las demostraciones anteriores.

Sin embargo, en 1890 Percy John Heawood encontró errores en las demostraciones de

Kempe. Si bien mostró por qué y en dónde se había equivocado Kempe, Heawood probó que

con cinco colores alcanzaba para coloreas cualquier mapa.

Kempe aceptó el error ante la sociedad matemática londinense y se declaró incompetente

para resolverlo, Heawood dedicó sesenta años de su vida a colorear mapas y a encontrar

potenciales simplificaciones del problema, la más conocida dice: si el número de aristas

alrededor de cada región es dividida por 3, entonces el mapa se puede colorear con cuatro

colores, pero no pudo llegar a la prueba final.

El problema siguió sin solución. La comunidad científica se dividió, y unos intentaron

probar que no es posible colorear con cuatro colores.

Después de 124 años, recientemente en 1976 la conjetura tuvo solución y pasó a ser,

nuevamente, el teorema de los cuatro colores. La demostración corrió por cuenta de Kenneth

Appel y Wolfgang Haken de la Universidad de Illinois, quienes con la naciente revolución de

las computadoras lograron probar el resultado. Usaron 1200 horas de cómputo para la

conjetura. Es así, que el teorema de los cuatro colores inaugura el primer hecho donde las

computadoras fueron las que permitieron el avance de las matemáticas. A no muchos les

gustó debido no a que el teorema no fuese falso, sino por el hecho de que una máquina

programada interviniera en tareas exclusivas del hombre. Los cálculos más optimistas

establecen que lo que hicieron Appel y Haken “a mano”, por una persona que le dedicase 60

horas por semana, necesitaría ¡cien mil años! para cumplir la misma tarea.

Los detalles de la demostración fueron publicados a partir de 1977:

2. N L Biggs, E K Lloyd and R J Wilson, C S Peirce and De Morgan on the four-colour conjecture, Historia Mathematica 4
(1977), 215-216.

3. G D Birkhoff, Collected mathematical papers Vol. III : The four color problem, miscellaneous papers (New York 1968).
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4. L Arias C, A chronological account of the various theories developed for solving the four-color problem (Spanish), Rev.
Integr. Temas Mat. 2 (1) (1983), 7-13.

5. D A Holton and S Purcell, The four colour theorem-a short history, Austral. Math. Soc. Gaz. 6 (1) (1979), 11-14.
6. P C Kainen, Is the four color theorem true?, Geombinatorics 3 (2) (1993), 41-56.
7. J Mayer, Le théorème des quatre couleurs : notice historique et apercu technique, in Proceedings of the Seminar on the

History of Mathematics 3 (Paris, 1982), 43-62.
8. T L Saaty, The four-color problem : assaults and conquest (New York, 1977).
9. J Wilson, New light on the origin of the four-color conjecture, Historia Mathematica 3 (1976), 329-330.

Lo notable para la civilización humana fue que usando máquinas de cálculo electrónicas al

final del siglo XX se redujeron problemas a simples casos disciplinares, detonando la era de la

economía del conocimiento. Es importante destacar que las computadoras son el producto

de la razón humana y no pueden siquiera ahora en 2008, saber para qué realizan sus procesos

de cálculo y mucho menos que son ellas mismas.

Lo trágico para nuestra generación de profesores y estudiantes, es que los responsables de la

política de la educación actual no saben, ni siquiera desean saber muchas veces ¿qué

pretenden con sus acciones a la luz de la filosofía, la ciencia y la tecnología? y si se han

preguntado esto, desdeñan el preguntarse ¿qué es la educación para una sociedad

democrática sin las matemáticas?. Aseguramos que es una nueva forma avanzada de

esclavitud, no con cadenas y grilletes de metal, sino cadenas a la mente mediante el propio

lenguaje de los “ciudadanos”.

Uno mismo se preguntó como una forma de desesperanza: ¿existe algún responsable de la

política académica que esté dispuesto a leer y aun más, que tenga la sensibilidad para discutir

sobre la competencia en matemáticas para los estudiantes de educación superior, media

superior y básica?

Las competencias requeridas en matemáticas en términos de las humanidades, las ciencias y

la tecnología son consideradas desde tres ángulos distintos36:

a) Las matemáticas de base, dirigidas a los jóvenes que utilizarán la herramienta

matemática para guiar su vida como ciudadanos libres.
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b) Las matemáticas generales, destinadas a estudiantes que utilizarán matemáticas activas

en uno u otro dominio del saber en su actividad intelectual dentro de su camino

profesional.

c) Las matemáticas para científicos, que constituyen una herramienta de exploración de la

realidad para quienes se orientan hacia estudios superiores de carácter científico,

hacia la tecnología o la investigación original, ámbitos en que las matemáticas

desempeñan un papel esencial para las sociedades democráticas avanzadas.

Las competencias matemáticas para una sociedad libre, constituyen la filosofía occidental que

objeta el argumento de “progreso democrático artificial”, que afirma, que las reglas y los

criterios son validados en ciertas condiciones de enajenación inducida por las leyes de los

flujos de información de control político. Flujos de información que violan no la

racionalidad sino los criterios de la racionalidad. Los flujos de información son argumentos y

algunos de ellos muy complejos, que hablan de un supuesto progreso de las mayorías,

armazones conceptuales sencillas y plausibles sin base empírica que una vez difundidos a la

sociedad a pesar de tener contradicciones internas son digeridos por los ciudadanos y con

ello, se dibujan sus imaginarios sociales que convienen a los que persiguen el fin de

permanecer en el poder bajo la ficción de lo democrático.

Es por ello, que creemos que las matemáticas corren un serio peligro, la crasa ignorancia de

los matemáticos que insisten en permanecer en los márgenes de la propia disciplina y por

ineptitud para traducir su contenido esotérico en eslóganes exotéricos, como debería ser en la

era de los medios masivos de comunicación y las relaciones públicas de las ciencias. No

estamos muy lejos de encontrar museos que den aviso de “Peligro, curiosidades matemáticos

en vía de extinción”. Las matemáticas mesoamericanas fueron el orgullo de la civilización

occidental americana, sin embargo, ahora mismo está extraviado este orgullo. Como ya

hemos dicho no son las matemáticas las que mueren, sino somos nosotros mismos los que

estamos muriendo al extraviarnos cuando fuimos esclavos, colonizados y culturizados bajo su

puestos religiosos, ideológicos y marcos morales europeos.
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Nuevo escenario del nacionalismo responsable local y global.

“No propongo la extirpación de los nacionalismos. Sería imposible y, además,
funesto: sin ellos los pueblos y las culturas perderían individualidad, carácter.
Son el elemento vivaz de la historia, la sal que da variedad a cada
comunidad. He sido y soy partidario de la diversidad. Creo en el genio
particular de cada pueblo; creo también que las grandes creaciones, sean
colectivas o individuales, son el resultado de la fusión de elementos distintos e
incluso contradictorios. La cultura es hibridación. Los imperios terminan por
petrificar a la fuerza de repetir mecánicamente las mismas fórmulas y
multiplicar la imagen del césar deificado. El remedio contra el nacionalismo
no es el imperio sino la confederación de naciones en libertad creativa y
democráticamente solidarias”

Octavio Paz, en “Ideas y costumbres I” pág. 53

9. MATEMÁTICA EDUCATIVA EN LÍNEA
Matemáticas

Creación de la mente libre,
hechizo de las estrellas,
frontera del lenguaje,
mariposa que no paras en la mente.

Lugar geométrico,
ideal de demostración,
valor de verdad axiomático,
signos, notación,
perfecta voz de civilización.

Enunciado objetivo, rostro callado,
más allá de arrogantes interlocutores,
apoyo en ti mi débil cuerpo,
fractales, estética de flores.

Mayas, egipcios, griegos,
confiaron en tu vuelo de la razón,
allí donde el aula te amuralla,
allí surgen subversivos de la razón.

Jóvenes te rechazan en días de prisa,
docentes te intentan hacer un castigo perfecto,
aquí pirámides hablan de ti,
aquí a tus aliados se les dice que no saben vivir.

En desvío de hombres de ciencia al paso de los años,
te hacen fuerza bruta que no aporta razón,
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te hacen solución ante la impaciencia del talento,
en desvíos en universidades, eres soñadores sin sueños.

Iniciamos con una humilde poesía que intenta transmitir nuestro sentir sobre un escenario

educativo en crisis de matemáticas, para adentrarnos a un nuevo escenario: las matemáticas

en línea. Son navegación web37 que recrea la propuesta de la matemática educativa,

propuestas de argumentaciones del aparato teórico de las demostraciones y metodologías

específicas pedagógicas para el aprendizaje de las matemáticas.  Las matemáticas en línea son

el ambiente virtual de aprendizaje, compuesto por el E-contenido, la interacción de

dialogantes y por la mediación tecnológica de comunicaciones e interfaces de textos38.

El E-contenido para las instituciones y las personas conservadoras, es un momento que

resulta difícil para dejar de lado viejas prácticas de educación y cómodas estrategias áulicas de

transmisión de información, para dar paso a los modelos nuevos de la educación en línea;

apoya principalmente la modalidad presencial y en un ritmo creciente a la educación a

distancia39. Deliberadas limitaciones de la calidad y la fuerte cantidad disponible en los

metadatos de Internet y los recursos didácticos de matemáticas, se consideran para garantizar

la viabilidad de los modos tradicionales de comunicación de la ciencia, el arte, la técnica y las

matemáticas. Esta opinión ha sido ofrecida, ya sea como principio o como una decisión

motivada por aparentemente insolubles tradicionales modelos de financiación de la

educación universitaria. De acuerdo investigaciones de procesos de aprendizaje en línea, la

universidad moderna defiende estos modelos de documentos tradicionales en coexistencia

con el E-contenido por40: "El creciente entusiasmo por el acceso abierto del E-contenido

como un modelo para la comunicación académica, que surgió de la presión para aliviar la

carga financiera de la universidad, presenta nuevos desafíos de soberanía educativa y nuevas

oportunidades para los universitarios. En su forma pura, el acceso abierto de contenido abate

los costos de la publicación tradicional que son pagados por los autores o por un organismo

de financiación, y los estudiantes pueden tener acceso a estas publicaciones de forma

gratuita”.
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Evidentemente, la tecnología que está disponible para hacer que la red -o algunos subgrupos

de la misma- se comporte de una manera que protege profundamente conceptos de

autenticidad y la seguridad del E-contenidos que se ha extendido ampliamente y de una

manera que sea visible, fiable a los que pueden tener poca experiencia técnica, pero que son

vitales para la continuación de estudios y la comunicación con el público en general. Nuestra

capacidad para realizar más eficiente el trabajo docente apoyado en tecnologías de

información y comunicación, mucho supera nuestra capacidad institucional para hacer

política en esta modalidad y de organización de las decisiones que apoyen la democratización

del conocimiento surgido en las universidades. Aunque los cambios positivos en el mundo

académico sugieren movimiento aquí, los cantos de las sirenas de la práctica tradicional sólo

se superan con el paso de una generación innovadora, o con el surgimiento de nuevos

dirigentes.

Las matemáticas escolares se reconocen dentro de un sistema disciplinar, proyecto social

llamado currículo y por ello evolucionan con la sociedad misma. Este nuevo escenario

requiere de un nuevo discurso matemático para la educación superior, que primeramente

involucre los factores de frustración del estudiante en línea debido a las acciones inadecuadas

de los agentes de la educación en línea: estudiante, docentes e instituciones. Investigadores

destacan como factores de frustración41, ver tabla 1.

Tabla 1. Factores de frustración de los estudiantes en línea.

Docente Estudiante Instituciones

 No haber sido estudiante
en línea

 No dar respuesta o dar
respuesta tardía

 Tener una respuesta
esporádica en línea

 No mostrar claridad en
las indicaciones

 Ser excesivamente rígido
 No mostrar cercanía
 Contribuir a la

sobrecarga del estudiante
 No fomentar la

interacción y la
colaboración.

 No disponer de suficiente
tiempo

 Albergar unas
expectativas irreales

 Matricularse en un curso
que no responda
enteramente a sus
objetivos

 No tener estrategias y
destrezas adecuadas a la
formación en línea.

 No participar en
actividades colaborativas

 Desconocer los canales de
ayuda

 No tener en cuenta los

 Ofrecer una ayuda
técnica deficiente.

 No proporcionar
adecuada capacitación al
docente en línea.

 No ofrecer una
formación preliminar al
estudiante.

 Ofrecer expectativas
irreales al estudiante ( o
aceptarlas)

 No tener organizado el
curso en línea

 No ofrecer un servicio de
orientación y ayuda al
estudiante
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costos económicos
añadidos.

 Contribuir a la
inflexibilidad horaria

 No tener en cuenta la
situación  del estudiante

 Establecer trámites
administrativos
complicados



El interés por una propuesta de matemática educativa en línea, es que el estudiante haga suyo

un conocimiento matemático apoyado por docentes, este sistema didáctico se conoce como

Contrato Didáctico, acuñado por el francés Guy Brousseau42: “Identificar facetas de la

dimensión normativa (epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y ecológica)

permite: 1) Valorar la pertinencia de intervenciones de profesores y alumnos y, 2) Sugerir

cambios en las normas que faciliten la evolución de los significados personales hacia los

significados institucionales pretendidos. A veces las normas son impuestas explícitamente;

otras, emergen de las prácticas escolares. El profesor debe advertir que dispone de estas dos

vías de actuación sobre las normas e indirectamente, sobre el aprendizaje de sus alumnos. La

toma de conciencia de las normas revela al mismo tiempo los grados de libertad que tiene el

profesor, lo que hace tan complejo, creativo y apasionante su trabajo”.

9.1. EL MODELO DE MOORE

La propuesta de matemática educativa debemos construirla, sugerimos sea en las fases a) E-

contenido, b) organización interaccional de un ambiente en línea y c) el aprendizaje del

pensamiento matemático. La educación a distancia sería entonces el proceso que involucra

desarrollo de contenidos, los propósitos de aprendizaje y la introducción que lo permite43.

Crook  considera que el estudio del papel del diálogo en el aprendizaje y la observación de

los diálogos es fundamental para poder diseñar entornos de aprendizaje que lo favorezcan44.

Baker  considera que lo importante es analizar la interacción argumentativa que es un tipo de

diálogo en el que se combina la argumentación y la negociación del significado45. La

argumentación está formada por los tipos de relación entre la solución de lo que se está

discutiendo y las fuentes de conocimiento. Apoyándonos en el modelo de Moore46 de “teoría
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de la distancia transaccional” la educación a distancia es diálogo, estructura del contenido y

autonomía del estudiante; no debemos caer en la idea de industrializar la enseñanza como

aportes tecnológicos: racionalización, división de tareas, mecanización, línea de ensamblaje,

producción de aprendizajes en masa, planeación mecánica  y estandarización de la

complejidad intelectual de los procesos en educación en línea47.  Holmberg en el sentido de

Moore basa su teoría de educación a distancia en un paradigma de “conversación didáctica

guiada” (oral y escrita) a través de la producción de contenidos y una interacción

bidireccional docente-estudiante que  apoye el proceso de aprendizaje.

9.1.1. E-CONTENIDO

La construcción de los contenidos de matemática escolar, es un modelo de instrucción escrita

organizado con el currículo y coherente con una estructura de comunicación docente y

técnica que facilite el aprendizaje por descubrimiento de los objetos matemáticos48. El diseño

establece los objetivos del currículo, sus metas y la estructura instruccional de necesidades y

características de los productos intelectuales a generar por parte del estudiante. El desarrollo

de contenidos implica primeramente una revisión de materiales convencionales y

electrónicos en línea, se organizan en cuerpos argumentativos y se crea texto contextualizado

con la disciplina, la sociedad y la cultura. Finalmente se perfila la evaluación cuantitativa y

cualitativa del esfuerzo intelectual de los estudiantes, en aprendizaje colaborativo y sus

aportes individuales.

9.1.2. ORGANIZACIÓN INTERACCIONAL DE UN AMBIENTE EN LÍNEA

Es preciso considerar qué recursos dispone la plataforma de trabajo en línea49, por ejemplo:

correo electrónico; foros de discusión escritos o en videoconferencia; sistemas de alerta;

mensajería instantánea; portales de contenidos, aplicaciones informáticas y didácticas;

espacios de evaluación  automatizados; … Y sobre todo un marco teórico de telepresencia y

un cumulo de recursos didácticos de la matemática educativa.
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Los matemáticos formales no son muy dados a sugerir estrategias de representación gráfica de

los objetos matemáticos en el aprendizaje de demostraciones, sin embargo, los pedagogos en

el ámbito cognitivo del desarrollo del pensamiento  y lenguaje matemático si las sugieren50.

La visualización del pensamiento matemático de la aritmética, teoría de números, álgebras,

geometrías, funcional, variacional, formal, abstracto, ecuación, espacios, campos,… suelen ser

objetos matemáticos que guían las competencias, habilidades, técnicas y teorías de la

didáctica matemática, además, la educación en línea requiere de comunicación como

requisito del aprendizaje auto regulado51.  Para describir el trabajo en un ambiente en línea,

nos apoyaremos en el estándar del trabajo en la WEB, modelo ISO-200952.

Así como un punto crítico es el propósito del sitio web, un segundo examen es la claridad de

la audiencia al que se dirige los contenidos. Debemos ser capaces de identificar al público

para el que el sitio web se ha desarrollado, es fundamental para un proceso de revisión de

calidad de contenidos. Por ejemplo, un sitio desarrollado específicamente para científicos que

trabajen en un tema difieren, tanto en el nivel cognitivo de la lengua y el nivel de

consideración crítica de un sitio desarrollado para el público en general. Combinados entre sí

terminología y la finalidad del sitio Web, seremos capaz de identificar el público objetivo de

un sitio; facilita conocer la forma en que el usuario tendrá acceso a la información y las

expectativas del sitio. Como puntos críticos a considerar en un modelo de diseño de un

portal de internet de contenidos curriculares, el grupo de diseño sugerimos tome en cuenta la

planeación temática, propiedad intelectual, herramientas informáticas, normas y estilos de

escritura entre los más importantes tópicos  bosquejados para un ambiente de trabajo Web

en la figura 3.
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Fig.3 Estándar ISO de trabajo en la Web

Diseño gráfico

La oficina de diseño gráfico tiene la tarea de producir los modelos ideográficos de cualquier

documento generado, siempre que dicho documento hizo suyas en calidad el respeto a la

propiedad intelectual. Un repertorio de dibujos, videos, animaciones y simuladores en

formato electrónico debería estar disponible en los servidores y puede ser utilizado para

apoyar esta actividad.

Sistema manejador de documentos

Los sistemas tradicionales de papel, los documentos almacenados en las carpetas de estos

estantes pueden ser sustituidos o complementados por un sistema electrónico -generalmente

llamado sistema de gestión de documentos (DMS, por sus siglas en inglés)-. Un DMS basado

en software de RED, como OpenText Livelink, office live tiene funciones avanzadas para

archivar y recuperar documentos. Considerando que una simple solución puede estar basada

en carpetas de Windows, con la dificultad de portabilidad Web. Cualquiera que sea el

documento se utiliza en el sistema de gestión una política de archivo, esta política debe ser

puesta en marcha para garantizar que el sistema es eficaz.
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La política de archivo debe indicar claramente:

 ¿Qué documentos deben ser impresos en papel y  qué documentos deben ser
salvaguardados en formato electrónico (el archivo electrónico se recomienda; gran
volumen de documentos  son regularmente revisados, ya que ahorran recursos)

 El período de retención de los diferentes tipos de documentos. Los formatos y los
medios de comunicación que se debe utilizar para fines de archivo (la imagen basada
en el formato PDF es más fiable desde el punto de vista legal para fines de archivo,
mientras que no es adecuado para documentos que son revisados periódicamente al
menos deben ser mantenidos en el procesamiento de formato de texto (doc o html),
los medios de respaldo físico podrían ser CD-ROM, DVD, Blu-ray disc)

 La frecuencia de las copias de seguridad debe determinarse y ser conocida por todos
los usuarios del sistema.

 Condiciones de acceso (contraseñas), se definen los tiempos de vigencia de claves y
alcances de las mismas.

 Periodicidad selectiva para el examen de los archivos electrónicos, su depuración y
límites individuales de almacenamiento en servidores.

Bases de datos

Los desarrolladores de contenidos suelen utilizar sistemas de bases de datos para la gestión de

contenidos relacionados a:

 Los proyectos, es decir, elementos de trabajo y cooperación técnica
relacionados con las fases de desarrollo de E-contenidos.

 Datos generales de expertos, personas que participan en los proyectos, con la
descripción de sus funciones.

 Los productos, es decir, las publicaciones entregadas al final de los ciclos de
desarrollo, en particular, archivos de contenidos en fases de editorial.

Estos sistemas de bases de datos sustituyen el sistema tradicional de mantener registros de

papel y demostrar los progresos en tiempo real del uso efectivo de los tiempos laborales.

Combinado con una base de datos de expertos, los profesores estarán equipados con las

herramientas que permiten un intercambio eficiente de información. Estas bases de datos

son más eficaces si están a disposición a través de una red de área local (LAN), para su

consulta por cualquier miembro del personal y una portal Web para permitir la movilidad de

los profesores constructores de contenido.
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Un producto de base de datos que es muy útil para la producción de catálogos de E-

contenidos educativos son las listas de las normas y estilos de escritura que son convenidas

por un grupo de desarrollo. Ya sea por temas, una comisión técnica es esencial para alimentar

normas y estilos de escritura de contenidos, si la universidad pretende ser eficiente debe

suministrar esta información para que los profesores unifiquen formatos, estilos y calidad en

la generación de contenidos educativos. Un sitio Web con documentación de normas y

estilos de escritura es indispensable, aunque estos sistemas trabajan juntos con la base de

datos de consulta de modelos acordados por la comisión técnica de documentos.

Correo electrónico

Correo electrónico (e-mail) ha revolucionado la comunicación y ofrece ventajas en términos

de tiempo, eficiencia y costos en comparación a formas más tradicionales (por ejemplo, fax).

En comparación con llamadas telefónicas, la comunicación por correo electrónico tiene otra

ventaja importante: la posibilidad de mantenerse en contacto fácilmente con otra persona a

pesar de las diferencias horarias y la disponibilidad de la persona. Resulta mucho menos

intrusivos que una llamada telefónica, un mensaje de correo electrónico puede ser leído y

tratado en la conveniencia del destinatario, de acuerdo a nivel del mensaje de urgencia, por

lo tanto, optimizar su calendario.

Los documentos pueden enviarse por correo electrónico como "adjuntos". Un mensaje con

los documentos adjuntos incluye una lista, en particular, sus nombres de archivo, sus

formatos, el método de codificación que se utiliza, y el orden de los archivos adjuntos. El

tamaño total de los documentos adjuntos debe mantenerse al mínimo. La razón es que

algunos servidores de correo electrónico rechazar mensajes de correo electrónico con archivos

grandes. Sin embargo, la solución más sencilla cuando se trata de documentos de gran

tamaño es evitar el uso de archivos adjuntos y poner los documentos en un servidor FTP o

Web para la recuperación por el beneficiario.

El escenario estándar ISO de trabajo Web que el grupo de diseño de E-contenidos vivirá en

la instrumentación de los contenidos curriculares, lo hemos descrito en términos generales,
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sin embargo, no hicimos referencia a los procesos de escritura de contenidos originales en la

tabla 2, para ello, Hayes 53, nos sugiere un modelo de procesos cognitivos de lectura y

escritura de argumentación, dado que este tema sale del alcance de este documento,

recomendamos a los interesados un análisis profundo de las habilidades de argumentación

escrita.

Tabla 2. Tópicos generales para el diseño del E-contenido.

Definiciones  Proyecto temático
 Planes de tiempo de lectura y escritura
 Calendario de la participación de los

miembros de diseño de contenidos en
socialización de productos y pares de
revisión (calendario de reuniones)

 Fases y fechas de productos entregables.
Estándares de desarrollo  Consenso sobre las normas y estilos de las

partes del documento. Fase de desarrollo
integrado con la publicación del catálogo de
normas.

Criterios de propiedad intelectual  Los derechos de propiedad intelectual
Recursos TIC y documentales  Herramientas informáticas

 Sistemas de bases de datos bibliográficas.
 Documentos de normas y estilos de

escritura.
Contacto con tutores de apoyo en el desarrollo de E-
contenidos

 Pedagógico
 Informático
 Fraseológico
 Disciplinar
 Legal

URL de apoyo  Relación de ligas de internet en apoyo a
problemas específicos de desarrollo de
contenidos.

 Claves de acceso.
Notificaciones  Mecanismos de alerta de cambios de tiempos

y lugares de reunión, así como de
intercambio de archivos. (teléfono, mensajes
electrónicos a celular y correo electrónico,
portal web…)

9.1.3. EL APRENDIZAJE DEL PENSAMIENTO MATEMÁTICO
Cuando pretendemos escribir contenidos, debemos partir de la idea de que escribir es una

manera de usar el lenguaje para conseguir objetivos definidos, es decir, escribir tiene sentido
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si el propósito no se puede conseguir con la oralidad. El texto que escribimos intenta

significar algo para el lector, pero una vez publicado este texto adquiere independencia del

autor y contextualización cultural en los lectores. Escribir es un proceso abierto y dinámico

en la vida del escritor;  es dominar los géneros verbales que reflejan el punto de vista de la

realidad  que observa el autor; implica formar escritores de contenidos con actitud de

críticos, capacitados para interpretar premisas, términos, teoremas, axiomas y leyes.

El razonamiento es una actividad con muchas dimensiones, en al ámbito de las matemáticas

es la actividad de organizar proposiciones que se orientan hacia el enunciado objetivo de un

ámbito original de valor epistémico del mundo ideal de Platón; además, modifica el valor de

verdad bajo ciertas condiciones axiomáticas. En el aprendizaje del pensamiento matemático

el docente no se centra sobre el estado de verdad del enunciado objetivo (proposición), es

decir, en la demostración, sino en su valor lógico, técnicas, y valores epistémicos que

implican el razonamiento de su explicación54. Explicación que parte de definir los axiomas en

un alfabeto simbólico, se plantean las hipótesis de los teoremas con esa misma notación y

mediante reglas de la lógica se realizan originales transformaciones hasta alcanzar una

conclusión para las hipótesis, es importante que el docente recuerde que la complejidad de

los cálculos modernos requiere de la cultura matemática asistida por computadoras que

inauguró el ya citado Teorema de los cuatro colores.

El contenido en línea generado en el ámbito de las matemáticas escolares, debe producir

razones que formen argumentos, apoyándose en el contenido de las proposiciones; las

razones aportadas que organizan los argumentos intentan reforzar el razonamiento

matemático del estudiante, mediante un descubrimiento semántico del contenido. Sin

embargo, la demostración se presenta por el matemático en forma uniforme  y organizada

para derivar en un valor epistémico teórico que siempre es verdadero, independiente de la

verdad de sus componentes, una tautología de acuerdo con Bertrand Russell 55

Una vez conocida la demostración, lo fácil es recrear la demostración, sin embargo, lo difícil

es dotar de un cuerpo argumentativo que construya una explicación escolar. El discurso de

una demostración es una proposición siempre formulada de manera explícita, mientras en

una explicación su formulación puede ser implícita. La razón de una demostración es

modificar el valor epistémico de la proposición y determinación de su verdad, mientras en la



56

explicación el docente busca modificar el valor objetivo para sí mismo de un estudiante. La

demostración usa con rigor la lógica proposicional en un estatus teórico, sin embargo, el

docente introduce más términos de manera que intenta hacer de su contenido una

experiencia de aprendizaje. En la demostración están ausentes los conectivos argumentativos

que hacen referencia a los términos más simples que definen objetos matemáticos y sus

propiedades lógicas. La demostración además, no se organiza por temáticas sino por rigurosos

pasos lógicos proposicionales, el docente mantiene en sus propuestas de contenidos

matemáticos las referencias históricas, culturales y los objetivos escolares fijados en el

currículo. De esta manera una explicación que introduce una propuesta argumentativa

escolar, puede hacer uso de demostraciones, teoremas, definiciones, notación simbólica,…,

sin caer en violación de propiedad intelectual, el profesor teje argumentos y documentos de

referencia, para que el estudiante pueda unir semánticamente proposiciones secuenciales y

acercarse a la forma de razonamiento de los matemáticos y científicos, sin extraviarse en

dificultades de rigor y formalismo tradición de la ciencia contemporánea.

Los docentes que elaboran propuestas de E-contenidos en matemáticas deben centrarse,

además, en las comunicaciones con los estudiantes, apoyos técnicos informáticos y

plataforma tecnológica, en el aprendizaje de razonamientos abstractos complejos propios del

mundo de las ideas de platón y construir retos racionales de lógica matemática que permitan

al aprendiz evaluar sus capacidades de interpretar y sacar conclusiones de modelos

matemáticos relacionados con la realidad social o natural que estudia la ciencia. Si se dejan

de lado las demostraciones como materia prima de las explicaciones escolares, y en su lugar,

quedan meras técnicas de resolución de ejercicios, corremos el riesgo de que el pensamiento

matemático nunca se dé en los estudiantes.

Las muy diversas herramientas de catalogo de notación matemática (ver fig. 4), potentes

herramientas de cálculo como Maple 12 (ver http://www.maplesoft.com/products/maple/ ),

MadLab (ver http://www.mathworks.com/ ) y LabVIEW (ver

http://www.ni.com/labview/esa/ es la herencia de la historia del Teorema de Cuatro

Colores para las generaciones de docentes y estudiantes de matemáticas.

http://www.maplesoft.com/products/maple/
http://www.mathworks.com/
http://www.ni.com/labview/esa/
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Fig. 4. Herramientas de ecuaciones, Microsoft Word 2007, LabVIEW, MAPLE, Madlab

9. 2. LAS MATEMÁTICAS, SOBERANÍA DE UNA SOCIEDAD DEMOCRÁTICA.
La matemáticas fueron una forma mesoamericana de soberanía, en los años ochentas una

nación dueña de petróleo era una nación soberana, en los noventas estar tecnológicamente a

las alturas de nuestros problemas se asume como requisito de independencia, sin embargo,

ahora el saber hacer  no tiene tanto énfasis como las capacidades de generar conocimiento de

una sociedad fundada en la razón. Cuando la relación entre el número de estudiantes y el de
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profesores es razonable, éstos pueden ir orientándolos con lecturas y discusiones para

alcanzar una soberanía intelectual frente a la ciencia, sus productos y definir sus ideologías.

En las universidades de hoy no sabemos cómo hacer para poner en el plano más alto de la

discusión de educación superior el pensamiento matemático, se impone el discurso lineal

vertical del poder y se niegan los caminos alternativos de cambio científico en el que se

justifica y sistematiza lo ya desarrollado por las comunidades epistémicas, la obligación de

presentar proyectos en los que prometemos recorrer una line fija incontrovertible, esto niega

la historia que nos enseñan las matemáticas, misma que ya hemos hecho referencia en su

caso del cálculo infinitesimal, la mayoría de los adelantos reales se logran por caminos no

obvios, gracias a innovaciones hechas por individuos que en un momento se alejaron de la

brújula del poder administrativo central, quiebro las premisas que forman las cadenas al

razonamiento, pues pone en tela de juicio a la luz de la ciencia la autoridad. Los matemáticos

deducen con toda seguridad, pues ellos mismos ponen las condiciones (premisas) antes de

hacer la transferencia de significado por un proceso lógico de demostración, mientras los

docentes no imponen sus premisas al aprendizaje, estas surgen de la filosofía epistémica, de la

ciencias cognitivas y neuronales, de la psicología entre muchos contextos transversales al

discurso pedagógico moderno. A diario escuchamos que el trabajo útil de los académicos

universitarios esta en relación con aplicaciones a los problemas sociales, sin embargo,

comprender, explicar y reflexionar desde la investigación básica y la filosofía por lo menos

nos da un  contexto de explicación del problema que intentamos en el hacer aplicaciones.

Los científicos parecen que les gusta mucho expresar todo lo que se sabe, los filósofos les

gusta expresar las cosas que están irresueltas del hombre; los científicos se quedan en la

frontera de la discusión pública y los filósofos tambalean todo dogmatismo. Los que trabajan

en laboratorios de investigación científica muchas veces observan la teoría del conocimiento

como una situación lateral a sus quehaceres de investigación, el marco filosófico es una

manera de ver los agujeros de un marco teórico, basta recordar que Wittgenstein nos advierte

que el conocimiento no es más que una estructura gramatical, no la realidad de ahí afuera en

sí. Las matemáticas como lenguaje de apoyo a la ciencia no pueden decir la verdad, sin

embargo, baste para considerarlas en la educación superior que son lo más extraordinario



59

que creamos los hombres para perforar la realidad56. Las revoluciones científicas que anuncia

Kuhn  como dinámica de las ciencias, es un modelo que descansa en la idea de paradigma, la

ciencia no se ocupa de la verdad, sino de paradigmas, como formas hipotéticas de ver las

cosas, lo cual implica hipótesis falséales que pueden cambiar todo un enfoque de una escuela

epistémica en su posición y en la amanera de operar en el ámbito de la investigación

científica. La herencia del legado del pensamiento de Heisenberg, hace que por un lado los

científicos supongan que ahí afuera hay una realidad que coincide cada vez más con nuestros

modelos de explicación científica, por otro lado, el único límite impuesto es por el principio

de incertidumbre, el acto de observar cambia la cosa observada57. Esto no quiere decir que la

observación haya pasado de moda, pues es fundamental en la investigación científica, sin

embargo, la experimentación de pende más de un modelo de la forma de conocer y de hacer

ciencia; de la cultura y la sociedad que la promueve; de las posiciones filosóficas y políticas de

la educación en ciencias y sobre todo de la educación en ciencias que promueven los

docentes.  Con frecuencia el mismo razonamiento que se aplica a los objetos ideales de

Platón intenta ser herramienta que nos diga algo de la realidad, en un país con un enorme

atraso en la formación de su sociedad científica las respuestas no están en la ciencia, sino en

el marco cultural de nuestro imaginario social.

Los fundamentos de la matemática; la matemática pura; la matemática aplicada; la

matemática y el ordenador; los problemas irresueltos de la matemática y tantos ámbitos

esperan que los docentes los hagamos cultura. Las matemáticas como ficciones no intentan

explicar el universo, sino que pretende desarrollar todas las posibilidades de universos. De

forma similar, los docentes no intentan explicar todas las matemáticas, sino cultivar valores

epistémicos que permitan hacer de las matemáticas una soberanía racional y belleza de la

creación humana.
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Caja de texto: Sucesiones y series dereales
Sucesiones de números reales.

Intuitivamente, una sucesión de números reales es una lista ilimitada de números

1 2 3, , ,..., ns s s s

(n indica el lugar que ocupa el número ns en la lista); puesto que:
Lugar de
cada
sucesor

1 2 3 4 5 … n …

Valor
1s 2s 3s 4s 5s …

ns …

Es obvio que se trata justamente de una función real con dominio N.

En un sentido formal Una sucesión de elementos de un conjunto es una aplicación con dominio N y
rango de la función de dicho conjunto. En particular, una sucesión de números reales es una
función real con dominio N, o sea, una aplicación :s   .

Tradicionalmente, el valor que una sucesión s toma en cada s se denota por ns , en lugar de s(n)

como para las demás funciones. Normalmente nos referiremos a ns con el nombre de término n-ésimo

de una sucesión, pero no debe perderse de vista que cada término lleva una doble información: su
valor y el lugar n que ocupa.
Como el dominio N es común a todas las sucesiones, en vez de utilizar la notación

:s   para una sucesión es más frecuente encontrar notaciones del tipo

     1 1n n nn n n
s ó s ó s

 

   , poniendo mayor énfasis en los términos. Aunque esta notación

propicie a veces la confusión, no debería ser necesario insistir en la diferencia entre la propia
sucesión y el conjunto de valores que toma la sucesión, que es la misma que hay entre
cualquier función y su conjunto de valores (conjunto imagen o rango); obsérvese, por
ejemplo, que una sucesión tiene siempre infinitos términos incluso aunque tome un solo
valor, como es el caso de las sucesiones constantes.

Ejemplos. Así los conjuntos  3 4 5
1,2,27,125,.... 2, , , ,....

4 9 16
y  
 
 

sucesiones reales denotadas

por:

  21

1n

n

n
n y

n





 
 
 

respectivamente.
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Sucesión constante.  Sea   1n n
s a




 , donde a es un número real fijo; los términos de la

sucesión son:

1 2 3 4, , , ,.. ...na a a a a

Sucesión creciente. Sea   1n n
s




una sucesión real, es creciente cuando la siguiente

proposición es verdadera:

n mn m s s  

Sucesión decreciente. Sea   1n n
s




una sucesión real, es decreciente si:

n mn m s s  

Sucesión monótona. Sea   1n n
s




una sucesión real, si es creciente o decreciente es una

sucesión monótona.

Sucesiones recurrentes. Son acumulativas en función del término inmediato anterior. Un
caso es la sucesión de Fibonacci:

1 2 1 11, 1, ( )n n ns s s s s n     
cuyos primeros términos son:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . . .

Es muy común esta sucesión en aplicaciones de programación informática, con el nombre de
acumuladores.

Sucesión de Cauchy. Una sucesión   1n n
s




es convergente si existe un número real L a tal que para

cada 0  se puede encontrar un número natural ( )  de modo que siempre que n > N se

verifique

ns x   ó n ns x x s a         

Si los términos de una sucesión   1n n
s




se acercan a un número L, se dice que la sucesión tiende al

Límite L (o que converge a L):

  1
lim ( )n nnn

s L ó s L cuando n



  

6ns x para n   para un L=X
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Esto es, a partir de un n-ésimo término todos los elementos de la sucesión están en un
entorno de L con radio  , para este caso n>6.

Toda sucesión convergente es de Cauchy.

Operaciones con sucesiones

A) Sean ,n ns g sucesiones convergentes con límites

lim , limn n
n n

a s b g
 

 

y sea c una constante en los reales. Entonces:

a) n ns g es convergente y tiene límite a+b.

b) nc s es convergente y tiene límite c a .

c) Entonces n ns g es convergente y tiene límite a b .

d) Si ns es una sucesión acotada y ng es una sucesión convergente a 0, la sucesión n ns g converge a 0.

c) Sea ns una sucesión convergente con límite a y ng una sucesión convergente con límite 0b  . Si nt

es una sucesión tal que:

0n
n n

n

s
t simpre que g

g
 

lim 0n

n
n

s a
con b

g b
 

Límite superior e inferior.

Sea   0n n
s




una sucesión convergente entonces lim n

n
s


mide “el tamaño de ns cuando n es grande”.

Surge un concepto relacionado con la acotación superior e inferior el cual puede aplicarse a cualquier

sucesión. El límite superior de una sucesión   0n n
s




es la medida de “que tan grande ns puede ser

cuando n crece” y el límite inferior “que tan pequeño es ns cuando n es grande”. lim n
n

s


existe, es

posible que el límite superior y el límite inferior sean iguales.

Si una   0n n
s




es acotado por encima, digamos que existe M>0 tal que  ns M n   . Entonces

para cada n , el conjunto  1 2, , ,...n n ns s s  es claramente acotado por arriba y por lo tanto tiene

una mínima cota superior ó supremo.
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Series

Una serie infinita , 0n
n p

a p




 ;  es una pareja ordenada     0
,n nn n

a s


  donde  n n
a

 es una

sucesión de números reales y  1 2 ...n ns a a a n      . na es el n-ésimo término de la serie y

ns es llamado en n-ésimo término de la suma parcial de la serie.

Sea una serie infinita de números reales
1

n
n

a



 ;  con sumas parciales

 1 2 ...n ns a a a n      . Si la sucesión   1n n
s




converge en x , podemos decir que la

serie
1

n
n

a



 converge hacia x .

Propiedades:

1. Si
1

n
n

a



 es una serie convergente hacia A y

1
n

n

b



 converge a B, entonces

1

( )n n
n

a b






converge hacia A+B.
1

( )n n
n

a b A B




  

2. Si c entonces
1

n
n

ca



 converge a cA.

1
n

n

ca cA






3. Si
1

n
n

a



 es una serie convergente, entonces lim 0n

n
a


 . Supónganos que

1
n

n

a A




 .

Entonces lim n
n

s A


 donde  1 2 ...n ns a a a n      . Pero entonces

1lim n
n

s A
 . Puesto que 1n n na s s   , nos da:

1 1lim lim( ) lim lim 0n n n n n
n n n n

a s s s s A A    
      

Caso de divergencia. La serie
1

1

n n




 es divergente.

Examinamos la subsucesión 1 2 4 8 2
, , , , ,ns s s s s de   1n n

s



donde en este caso

1 1 1 1
1 ...

2 3 4ns
n

      .
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1

2

4 2

8 4

1

1 2
1

2 3
1 1

2
4 4
1 1 1 1 5

8 8 8 8 2

s

s

s s

s s



  

   

     

Por inducción
2

2

2
n

n
s


 . Así que   1n n

s



contiene una subsucesión divergente,  como   1n n

s



es

divergente por tanto
1

1

n n




 es divergente.
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Caja de texto: Sucesiones y series defunciones.
Informalmente podemos decir que una sucesión de funciones es una lista sin fin

1 2 3 4, , , ,... ...nf f f f f definidas en un intervalo A, al igual que para las sucesiones reales las

denotamos ( )n nf  .

Para cada x A podemos considerar la sucesión de números reales que tiene por
término n-ésimo el número real ( )nf x , valor en x de la función nf . Esta sucesión podrá

ser convergente o no.
El conjunto M de todos los puntos x A para los que la sucesión de números ( ( )nf x )

converge suele llamarse campo de convergencia de la sucesión de funciones ( )n nf  ; si

0M  , podemos definir una nueva función :f M   haciendo corresponder a cada

x M el número real ( ) lim ( )n
n

f x f x


 .

Hablamos entonces de convergencia puntual (o punto a punto) de la sucesión ( )n nf  a

la función f(x) , concepto que vamos a definir en general.

Sea ( )n nf  una sucesión de funciones definidas en un conjunto A, S un subconjunto

de A y f una función definida en S. Si para cada x S , ( ) lim ( )n
n

f x f x


 , se dice que la

sucesión ( )n nf  converge puntualmente a f(x) en S, o que converge punto a punto a f(x) en

S.
En este caso a f se le llama el límite puntual de la sucesión ( fn) en S.
Cuando existe tal función f(x), decimos que la sucesión ( )n nf  es convergente punto a

punto en S, o que la sucesión ( )n nf  es convergente puntualmente en S.

La sucesión ( )n
nx  converge puntualmente en el intervalo cerrado [1,0] a la función

( )f x definida en dicho intervalo por.

0 0 1
( )

1 1

si x
f x

si x

 
 

Condición de Cauchy para la convergencia puntual:

Sea ( )n nf  una sucesión de funciones definidas en un conjunto A, S un subconjunto de

A. La sucesión ( )n nf  converge puntualmente en S a una cierta función, si y solo si para

cada x S y para cada 0  existe un ( , )N N x tal que siempre que , ( , )n m N x
se verifica:

( ) ( )nf x f x  
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Una serie de funciones
1

n
n

f



 es un par ordenado de sucesiones de funciones

  1
( ) , ( )n n n n

f s


  relacionadas por la condición de que para cada n es:

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n nf x f x f x f x f x f x     
Para cada n , el término n-ésimo de la primera sucesión nf , recibe el nombre de

término n-ésimo de la serie; ns , recibe el nombre de suma parcial n-ésima de la serie. Por

ello, decimos que una serie de funciones converge puntualmente a una función ( )f x en
un conjunto S, si lo hace la sucesión de sus sumas parciales. En tal caso, la función ( )f x
es la suma de la serie en el conjunto S.

Por ejemplo la serie de funciones 1

1

n

n

x





 converge puntualmente en (-1,1) y su suma es la

función:
1

( )
1

f x
x




, sí 1 1x   .

Sea ( )n nf  una sucesión de funciones definidas sobre A, y sea ( )f x una función

también  definida en A. Entonces ( )f x recibe el nombre de límite uniforme de ( )n nf 

sobre a si dado 0  existe algún N tal que para todo x A si n N , entonces
( ) ( )nf x f x   , En otras palabras ( )n nf  converge uniformemente hacia ( )f x

sobre A o ( ) ( )nf x f x uniformemente sobre A.

Teorema de la convergencia uniforme. Si es una sucesión de funciones continuas que
convergen uniformemente hacia la función, entonces también es continuo.
Esto es importante, en la convergencia puntual de funciones continuas muchas veces no
se garantiza la continuidad de la función por el límite, como la imagen lo ilustra.
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Estamos interesados en funciones definidas mediante series en forma de ecuaciones así:

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...f x f x f x f x f x    

Donde nf es una función por ejemplo 1( ) n
nf x x  . Entonces   1n n

f



es una sucesión

de funciones; la cual cada x obtenemos una sucesión  de números   1
( )n n

f x



y ( )f x es la

suma de esta sucesión.
Recordemos que cada suma: 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ...f x f x f x f x    es por definición  el límite

de la sucesión: 1 1 2 1 2 3( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ...f x f x f x f x f x f x   Si definimos una nueva

sucesión de funciones   1n n
s




mediante

1 2 3 4 5 ....n ns f f f f f f       entonces podemos sintetizar a:

( ) lim ( )n
n

f x f x


 en lugar de funciones dadas como sumas infinitas.
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Caja de texto: Espacios de Banach
Espacios normados.

El espacio métrico (M,d) es un tipo particular de espacio topológico donde una distancia entre
puntos está definida. Corresponde a un conjunto M cuyos elementos son puntos, con una
función distancia asociada llamada métrica :d M x M   .

1. d(x, y) ≥ 0
2. d(x, x) = 0  (reflexividad)
3. si  d(x, y) = 0  entonces  x = y  (identidad de los indiscernibles)
4. d(x, y) = d(y, x) (simetría)
5. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)  (desigualdad triangular).

Se llama bola abierta centrada en a M y de radio r  , al conjunto

  / ,x M d x a r M   . Se denota usualmente como B(a,r).

Se llama bola cerrada centrada en a M y de radio r  , al conjunto

  / ,x M d x a r M   . Se denota usualmente como Bc(a,r).

Un espacio métrico no tiene ninguna clase de estructura algebraica asociada. En muchas
aplicaciones, sin embargo, el espacio métrico tiene una métrica derivada de una norma que
da el “tamaño” de un vector. Tales espacios se llaman espacios lineales normados. Es muy
importante y natural trabajar en espacios completos: tratar de hacer análisis funcional en
espacios no completos es como tratar de hacer análisis elemental sobre los racionales.
Cuando el espacio normado es completo se lo llama espacio de Banach. La teoría de estos
espacios fue completada por el matemático polaco Stefan Banach en 1932.

Sea T el cuerpo de los números reales  o complejos  y cuyos elementos son llamamos
escalares. Sobre un conjunto de elementos X (que denominaremos vectores) se definen dos
operaciones: la suma de vectores +, operación interna en X; el producto de un vector por un
escalar ,x donde T  . Un espacio vectorial  , , ,X T está formado por el conjunto X,

por una operación binaria y  , el cuerpo de escalares T, cumpliendo una serie de
propiedades bajo al suma y la multiplicación: elementos neutros, distributiva, asociativa, ….

Una norma en espacio vectorial X -“es decir un  , , ,X T ”- es una función : X   tal

que:

(a) 0x  , para todo x X (no negatividad);

(b) x x  , para todo x X y ó   (homogeneidad);

(c) x y x y   para todos ,x y X (desigualdad triangular);

(d) 0x  implica x = 0 (positividad estricta).
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Un espacio lineal normado (X;  ) es un espacio lineal X equipado con una norma  .

Un espacio normado es un espacio métrico respecto a la métrica d –variante por traslaciones-
derivada de su norma, donde:

( , ) ,d x y x y donde x y X   .

El espacio (X,d) es un espacio métrico, donde la métrica d induce una topología en X. las
operaciones algebraicas y la norma –“longitud de”- de un espacio normado:
( , ) , ( , ) ,x y x y x x x x   
Son aplicaciones continuas. En espacios normados como en cualquier espacio métrico, la
continuidad de aplicaciones se puede probar a través de sucesiones.

Sea  ,X  un espacio normado y   0
.n n

x X





1. La sucesión   0n n
x




se dice convergente a x X si para todo 0  existe 0n  tal

que nx x   para todo 0n n .

2. La sucesión   0n n
x




se dice de Cauchy si para todo 0  existe 0n  tal que

m nx x   para todo 0,m n n .

Si   0n n
x




converge a x la podemos escribir lim , , lim 0n n n

n n
x x x x ó x x

 
     .

Definición. Un espacio de Banach X es un espacio vectorial normado tal que toda
sucesión de Cauchy es convergente en espacio métrico (es decir, X es un espacio métrico
completo).

En espacios normados es posible definir series de vectores. Sean X un espacio normado y

  1n n
x X




 una sucesión en X. La serie

1
n

n

x



 se dice convergente a x X si

1

lim
N

n
N

n

x x


 ,

La serie
1

n
n

x



 es de Cauchy si la sucesión es de Cauchy. La serie se dice que converge

absolutamente si la serie
1

n
n

x



 converge.

La convergencia de las series absolutamente convergentes caracteriza a los espacios de
Banach como probamos en la siguiente proposición y usaremos en varios resultados de
este texto.

Sea X un espacio vectorial normado. Entonces X es un espacio de Banach si y solamente
si toda serie absolutamente convergente es convergente. Es decir, sea X un espacio de

Banach y
1

n
n

x



 una serie absolutamente convergente. Notemos que toda serie
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absolutamente convergente es una serie de Cauchy, y como X es un espacio de Banach, la
serie es convergente.

Recíprocamente, sea ahora una sucesión de Cauchy   1n n
x X




 . Nótese que la sucesión

  1n n
x X




 es convergente si y solo si la serie:  1

0
n n

n

x x





 es convergente y ambos

límites coinciden si 0 0x  . Por ser la sucesión   1n n
x X




 de Cauchy, existen

1 2 3 4... ...,kn n n n n    de modo que:

1
, ,

2m n kk
x x donde n m n  

Se define
1k kk n ny x x


  y la serie
1

k
k

y



 es absolutamente convergente y por hipótesis

convergente a x X . Entonces la sucesión  
0kn n

x



converge a

1nx x . Al ser   0n n
x





una sucesión de Cauchy con una subsucesión convergente entonces  
0kn n

x



es

convergente.

Función de pasos o escalón.

Una función escalón o de pasos es una función ( ) : [ , ]f x a b   , es llamada escalón si

la función provee de los números 0 1 2 1... n nx a x x x x b       tal que ( )f x es

contante en cada uno de los intervalos 1] [i ix x  .

La función escalón (step function) es una función cuya gráfica consiste en una serie de
rectas
horizontales.

Nosotros diremos que los puntos 0 1 2 1... n nx a x x x x b       definen una

función de partición f. Nótese que la definición nos dice de intervalo abierto de la
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función de partición f, que tiene valor contante, es decir ic . Por supuesto que para

definir la integral no importa que los puntos finales formen un conjunto infinito.
Si el área bajo la gráfica  es una función de pasos positiva, es una infinita unión de
rectángulos, es bastante obvio lo que es la integral. El i-ésimo de estos rectángulos tiene
de ancho 1( )i ix x  y de altura ic para que nosotros sumemos las aéreas

1
1

( ) ( )
bn

i i i
i a

c x x f x dx


  

Funciones Regladas.

Son una clase de funciones integrables. Si X es un espacio de Banach con norma
x
 Se

una I  un intervalo [0,X]. Una función ( ) :f x I   se llama reglada si para cada
x I existen:

Para cada t en el intervalo I, el límite por la izquierda y por la derecha existe en X.
( ) lim ( ), ( ) lim

t xt x
f x f t f x

  
    (Obviamente para cada extremo f(0+) y f(X+)
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URL´s
Rincón matemático

http://www.rinconmatematico.com/libros.htm

Fundamentos de variedades diferenciables

http://delta.cs.cinvestav.mx/~gmorales/Biberstein/fvd/node64.html
Transformada de Laplace

http://www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/home.htm
Sucesiones y series de funciones

http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/10-sucserfunciones.pdf.

Centro virtual de divulgación de las matemáticas.

http://www.divulgamat.net/

Trigonometric Delights

http://press.princeton.edu/books/maor/

http://press.princeton.edu/chapters/subjects/hsm.html

Topología y Teoría de Continuos
http://132.248.28.115/DinamicaNoLineal/Bibliografia/Topologia.html

Texts for students  Uppsala University
http://www.pdmi.ras.ru/~olegviro/educ-texts.html

Alqua
http://www.alqua.org/libredoc

David A. Santos
http://faculty.ccp.edu/faculty/dsantos/lecture_notes.html

IMA
http://www.ima.umn.edu/

Matemática aplicada Universidad Nacional de Rosario, Argentina
http://www.fceia.unr.edu.ar/~fismat2/

The MacTutor History of Mathematics archive
http://turnbull.dcs.st-and.ac.uk/history/HistTopics/

http://www.rinconmatematico.com/libros.htm
http://delta.cs.cinvestav.mx/~gmorales/Biberstein/fvd/node64.html
http://www.mty.itesm.mx/etie/deptos/m/ma-841/laplace/home.htm
http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/10-sucserfunciones.pdf
http://www.divulgamat.net/
http://press.princeton.edu/books/maor/
http://press.princeton.edu/chapters/subjects/hsm.html
http://132.248.28.115/DinamicaNoLineal/Bibliografia/Topologia.html
http://www.pdmi.ras.ru/~olegviro/educ-texts.html
http://www.alqua.org/libredoc
http://faculty.ccp.edu/faculty/dsantos/lecture_notes.html
http://www.ima.umn.edu/
http://www.fceia.unr.edu.ar/~fismat2/
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